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Laske tehtävät 1 – 2 eri paperille kuin tehtävät 3 – 5. Muista kirjoittaa jokaiseen paperiin selvästi nimi,
opiskelijanumero, kurssin nimi ja koodi.
Tehtävät lasketaan osaston koepaperille. Muita papereita ei tarkasteta.
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Kuvan piirin on jatkuvuustilassa ennen hetkeä t = 0, jol-
loin kytkin avataan. Laske vastuksen läpi kulkeva virta
i(t).
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U

0 T 2T t

Muodosta oheisen kuvan mukaisen funktion Laplace-
muunnos.
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Kuvan mukainen piiri on jatkuvuustilassa ennen hetkeä
t = 0, jolloin kytkin avataan. Laske virta i(t) kytkimen
avaamisen jälkeen.

E = 2 V R = 4 Ω L = 1 mH
C = 200µF.
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iR(t)

Oheisessa piirissä kytkin k avataan hetkellä t = 0. Las-
ke resistanssin virta iR(t) kytkimen avaamisen jälkeen,
kun e(t) = ê cosωt. Piiri on jatkuvuustilassa ennen kyt-
kimen avaamista.

ê = 1 V ω = 1000 rad/s R = 1 Ω
C = 1,6 mF L = 2 mH.

5.

e(t)

R

C u(t)

Laske oheisen kuvan kapasitanssijännitteen hetkellisar-
vo uC(t) ja tehollisarvo UC jatkuvassa tilassa.
e(t) = ê · [1− sin(ωt+ φ)]

ê = 2 V f = 5 kHz φ = 45 ◦

R = 50 Ω C = 4µF.

Tutkintosääntö antaa mahdollisuuden järjestää lisäharjoitusta niille opiskelijoille, jotka ovat saaneet kolmesti hylätyn arvosanan välikokeista
tai tentistä. Tämä tarkoittaa sitä, että saatuaan kolme nollaa, opiskelijan on palautettava laskettuna 20 assistentin määräämää lisätehtävää
ennen seuraavaan tenttiin tai välikokeeseen osallistumista. Välikokeet ja välikokeen uusinta tai uusintatilaisuudessa tehty tentti lasketaan
yhdeksi yritykseksi. Yksittäinen välikoe lasketaan puolikkaaksi suorituskerraksi.

Läsnäolo koetilaisuudessa lasketaan yritykseksi, samoin tenttiin ilmoittautuminen.



Laplace-muunnostaulukko

Määritelmä

1. f(t) F (s) = L{f(t)} =

∫ ∞
0

f(t)e−stdt

Laplace-muunnoksen ominaisuuksia

f(t) F (s) = L{f(t)}

2. A1f1(t) +A2f2(t) A1F1(s) +A2F2(s)

3.
d

dt
f(t) sF (s)− f(0)

4.
dn

dtn
f(t) snF (s)−

n∑
i=1

sn−if (i−1)(0)

5.

∫ t

0

f(τ)dτ
1

s
F (s)

6. (−t)nf(t)
dn

dsn
F (s)

7. f(t− a)ε(t− a) e−asF (s)

8. f(t+ a) eas(F (s)−

∫ a

0

e−stf(t)dt)

9. e−atf(t) F (s+ a)

10. f(at)
1

a
F
( s
a

)
11. jaksollinen funktio f(t) = f(t+ T )

F1(s)

1− e−sT
, F1(s) = yhden jakson muunnos.

12. f1(t) ∗ f2(t) =

∫ t

0

f1(τ)f2(t− τ)dτ F1(s)F2(s)

13. f(0+) = lims→∞ sF (s)

14. f(∞) = lims→0 sF (s), jos loppuarvo on olemassa

Muunnospareja

f(t) F (s) = L{f(t)}

15. δ(t) 1

16. aε(t)
a

s

17. t
1

s2

18.
tn

n!

1

sn+1

19. e−at
1

s+ a

20. e−at − e−bt
b− a

(s+ a)(s+ b)

21. sin(ωt)
ω

s2 + ω2

22. cos(ωt)
s

s2 + ω2

23. sinh(at)
a

s2 − a2

24. cosh(at)
s

s2 − a2

25. e−at sin(ωt)
ω

(s+ a)2 + ω2

26. e−at cos(ωt)
s+ a

(s+ a)2 + ω2

27.
e−attn

n!

1

(s+ a)n+1

28.
t

2ω
sin(ωt)

s

(s2 + ω2)2

29. [ε(t)− ε(t− π/ω)] sin(ωt)
(

1 + e−πs/ω
) ω

s2 + ω2
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i(t)

Kuvan piirin on jatkuvuustilassa ennen hetkeä t = 0, jol-
loin kytkin avataan. Laske vastuksen läpi kulkeva virta
i(t).

Ratkaistaan ensin alkutila eli kondensaattorin jännite.

J R RUC0
UC0 =

1

2
RJ

käännetään kytkin

t ≥ 0 Kytkin avattu

C R R

iR

iC

uC

TAPA 1: Differentiaaliyhtälön avulla

iR =
1

2
iC

uC

R
= −

1

2
C
duC

dt

Sijoitetaan yrite uC(t) = A+Best differentiaaliyhtälöön:

1

R
(A+Best) = −

1

2
CBsest

Tästä saadaan A = 0 ja

s = −
2

RC
.

Jatkuvuusehdosta ratkaistaan puuttuva vakio B: u(0) = B = UC0 = 1
2RJ .

Vastuksen läpi kulkeva virta on

i(t) =
uc

R
=

1

2
Je−

2t
RC .

TAPA 2: Laplace-muunnoksen avulla

C

UC0

s

R R

I(s)

I(s) =
Itot

2
=

1

2
·

UC0

s
1
2R+ 1

sC

=
CUC0

2 + sRC
=

UC0

R

s+ 2
RC

Virran käänteismuunnos:

i(t) =
UC0

R
e−

2t
RC =

J

2
e−

2t
RC
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u
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0 T 2T t

Muodosta oheisen kuvan mukaisen funktion Laplace-
muunnos.

u(t) =

(
U

T
t− U

)
[ε(t− T )− ε(t− 2T )]

Todetaan, että

U

T
t =

U

T
(t− T ) + U =

U

T
(t− 2T ) + 2U,

joten voidaan kirjoittaa lauseke muodossa

u(t) =

(
U

T
(t− T )

)
ε(t− T )−

(
U

T
(t− 2T ) + U

)
ε(t− 2T ).

Kerrotaan sulut auki ja järjestellään termit sopivasti:

u(t) =
U

T
(t− T )ε(t− T )−

U

T
(t− 2T )ε(t− 2T )− Uε(t− 2T )

Lauseke on nyt oikeaa muotoa ja sille voidaan etsiä Laplace-muunnos. Muunnettavana on funktio f(t) = t eli
f(t− T ) = t− T ja lisäksi vakiotermejä.

U(s) =
U

T

1

s2
e−Ts −

(
U

T

1

s2
+
U

s

)
e−2Ts

Tehtävän voi ratkaista myös kirjoittamalla yhtälön origon kautta kulkevalle suoralle ja viivästämällä saatua
ratkaisua T :n verran.
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Kuvan mukainen piiri on jatkuvuustilassa ennen hetkeä
t = 0, jolloin kytkin avataan. Laske virta i(t) kytkimen
avaamisen jälkeen.

E = 2 V R = 4 Ω L = 1 mH
C = 200µF.

Alkuarvojen laskeminen:

E

R

E R

IL0

UC0

IL0 =
E

R

UC0 = 2E

Laplace-muunnettu piiri, kun t ≥ 0:

E
s

sL

LIL0
UC0

s

1
sC

R

E
s R

I(s)

I(s) =
E
s

+ LIL0 −
UC0

s
+ E

s

sL+R + 1
sC

=
sCLIL0 + C(2E − UC0)

s2CL+ sCR+ 1
=
sIL0 + 1

L
(2E − UC0)

s2 + sRL + 1
CL

Sijoitetaan alkuarvolähteiden arvot ja lukuarvot:

I(s) =
E

R
·

s

s2 + sRL + 1
CL

=
1

2
·

s

s2 + 4000s+ 5 · 106
=

1

2

[
s+ 2000

(s+ 2000)2 + 106
+

−2 · 1000

(s+ 2000)2 + 106

]
Käänteismuunnos:

i(t) =
1

2
· e−2000t [cos(1000t)− 2 sin(1000t)] , kun t ≥ 0.
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e(t)

k

C

L
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Oheisessa piirissä kytkin k avataan hetkellä t = 0. Las-
ke resistanssin virta iR(t) kytkimen avaamisen jälkeen,
kun e(t) = ê cosωt. Piiri on jatkuvuustilassa ennen kyt-
kimen avaamista.

ê = 1 V ω = 1000 rad/s R = 1 Ω
C = 1,6 mF L = 2 mH.

Lasketaan alkuarvot ennen kytkimen avaamista:

E C

L

R

IL
UC

e(t) = ê cosωt = ê sin(ωt+
π

2
)

UC = E =
ê
√

2
/90◦ =

1
√

2
/90◦

uC(t) = e(t) = sin(ωt+
π

2
)

UC0 = uC(0) = sin
π

2
= 1 V.

IL =
E

R+ jωL
=

1√
2
/90◦

1 + j2
=

1√
2
/90◦

√
5/63,43◦

=
1
√

10
/26,57◦

iL(t) =
1
√

5
· sin(ωt+ 26,57◦)

IL0 = iL(0) =
1
√

5
· sin(26,57◦) = 0,2 A

Laplace-muunnetaan piiri:

UC0

s

1
sC

sL LIL0

R

I(s)

I(s) =
UC0

s
+ LIL0

1
sC

+ sL+R
=

CUC0 + sCLIL0

s2CL+ sCR+ 1
=

sIL0 + UC0

L

s2 + sRL + 1
LC

Sijoitetaan lukuarvot:

I(s) =
0,2s+ 500

s2 + 500s+ 312500
=

1

5
·

s+ 2500

(s+ 250)2 + (500)2

=
1

5

[
s+ 250

(s+ 250)2 + (500)2
+

9

2

500

(s+ 250)2 + (500)2

]
Tehdään käänteismuunnos:

i(t) =
1

5
e−250t[cos(500t) +

9

2
· sin(500t)]ε(t)
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e(t)

R

C u(t)

Laske oheisen kuvan kapasitanssijännitteen hetkellisar-
vo uC(t) ja tehollisarvo UC jatkuvassa tilassa.
e(t) = ê · [1− sin(ωt+ φ)]

ê = 2 V f = 5 kHz φ = 45 ◦

R = 50 Ω C = 4µF.

Tasajännitteellä:

e(t)

R

UC UC = ê = 2 V.

Taajuudella ω:

e(t)

R

C u(t)

E = −
ê
√

2
/45◦ = −

√
2/45◦

UC =

1
jωC

R+ 1
jωC

E =
1

1 + jωCR
E = −

√
2/45◦

1 + j2π
= −

√
2/45◦

6,362/− 80,96◦
= 0,222/144,04◦V

Siirrytään hetkellisarvoihin:

u(t) =
√

2 · 0,222 · sin

(
ωt+ π

144,04◦

180◦

)
V = 0,314 · sin

(
ωt+ π

144,04◦

180◦

)
V

Kokonaisjännitteen hetkellisarvo:

u(t) = u1(t) + u2(t) = [2 + 0,314 · sin(ωt+ 144,04◦)]

Kokonaisjännitteen tehollisarvo:

|U | =
√
|U1|2 + |U2|2 =

√
22 + (0,222)2 V = 2,012 V


