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Ensimma&isen vilikokeen ratkaisuehdotuksia

Tehtava 1
(a) v = —xy? = == = 9 y(0) = 2. Separoituvan alkuarvotehtévin

ratkaisukaavalla
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My =-2¢y—-y=9y"+2y+y =0, y0) =0, y(0) = 1. Kyseessi

on lineaarinen homogeeninen toisen asteen alkuarvotehtédvi. Karakteristinen
yhtalo:
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Karakteristisella yhtalolla on kaksoisjuuri, jolloin yleinen ratkaisu on
y(z) = (C1 4+ Cax)e™™.
Vakiot ratkeavat alkuarvoista:

y'(O):C'Q—Cl:l 02:1

Siis tehtdvan ratkaisu on

y(x) = ze 7.
Tehtava 2
(a) Osoitettiin, ettd jos A on tosi, niin B on tosi eli ndyettiin todeksi im-
plikaatiovaittama A = B (suora todistus). Lisiksi néytettiin B todeksi, eli
kaikkiaan tuli toteen néytetyksi viittdma C = (A = B) A B.

Johtopéatds 'A tosi’ on véari, koska C' on tosi myds, kun A on epétosi ja B
tosi. Tdméan voi ndhda myds totuusarvotaulukosta
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missd A:n ja B:n alle laitetaan kaikki totuusarvoyhdistelmét ja tédytetddn
loput sarakkeet konnektiivien suoritusjarjestyksessé. Kirjasta tuttu totuusar-
votaulukko ndyttad talta:

A B (A=B) (A=B)AB
0 0 1 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 1 1 1

N&hdaan, ettd itse asiassa propositioiden B ja C' = (A = B)A B totuusarvot
ovat samat.

(b) Kaikilla z,y, z € Q pétee:
(i) x—x=0€Z <= xRz, eli R on refleksiivinen;

(i) zRy <— z—y€Z < y—z=—(x—y) € Z < yRzx,eli Ron
symmetrinen;

(i) tRyANyRz <— z—y€ZNy—z€l—=ax—z=x—y+(y—2) €
Z <= zRz, eli R on transitiivinen.

Relaatiolla R on siis kaikki ekvivalenssirelaation ominaisuudet, ja se siis on
ekvivalenssirelaatio.

Tehtiava 3
Jokaisella € > 0 on olemassa

N. = (100 — 1)% —1]

(missé [¢] = min{k € N: ¢ < k}) siten, ettd kun n > N, pétee
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Siis mééritelmén mukaan lim,, "‘;:lfioo =1.

Kaytanndssa sopiva N, 16ydetdan ratkaisemalla epdyhtalo
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Siis
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Nyt haluttu V. € N (!) saadaan ottamalla viimeisen epédyhtdlon vasemmasta
puolesta “hattufunktio” [-].

Tehtivi 4
(a) Pitee ag = 2 > 0. Jos ag > 0, niin myds apy; = H;f"kaz > 0. Siis
induktioperiaatteen mukaan a,, > 0 kaikilla n. Toisaalta
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jolloin jono on (aidosti) viheneva. (Lisdksi a,, < 2 Vn, silld jono on vihenevi
ja ag = 2 < 2.) Rajoitettuna ja monotonisena jono (a,,) siis suppenee.

(b) Sarjan yleiselle termille (k # 0) pétee

k3 B k3 B 1 1
(k2 +1000)2 K% 4 221000 + 1000000 1+ 20007 + 1959000 &
- 1 11 1
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silld selvasti 2000—; + =z 1000000 < 2000 + 1000000. Koska harmoninen sarja
m Zk 1 k ha]aantuu minoranttiperiaatteen mukaan myos sarja
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hajaantuu.

(c) Tarkastellaan potenssisarjaa
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ja lasketaan tdmé&n suppenemisside:
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suppenee.



