Mat-2.091 Sovellettu todennidkoisyyslasku

Palo
1. vilikoe 1.11. 2004, ratkaisut

1. Suuresta tavaraerdstd poimitaan umpiméhkéaan 20 kpln otos, joka tarkastetaan. Erd hy-
latadn, jos otoksessa on kaksi tai useampia viallisia, muuten hyvéksytdan. Oletetaan, ettd
saapuvasta tavaraerdstd 7% on viallisia. Olkoon satunnaismuuttuja X = viallisten luku-
madra otoksessa.

a) Laske satunnaismuuttujan X odotusarvo ja standardipoikkeama.
b) Milld todenndkoisyydelld erd hylatdan?

Ratkaisu:
X on noudattaa binomijakaumaa: X ~ Bin(n = 20,p = 0.07).

a) Kaavakokoelmasta saadaan kaavat ja sijoittamalla numeroarvot:

E(X) =np =20 x 0.07 = 1.4
Var(X) = npg = np(1 —p) =20 x 0.07 x 0.93 = 1.302

D(X) = +/Var(X) =~ 1.141

X:n odotusarvo on 1.4 ja standardipoikkeama noin 1.141.

b) Erd hylatdan, jos X saa arvon 2 tai sitd suuremman arvon. Kysytty todennakoisyys on
siten:

Pr(X >2)=1-Pr(X <2)=1-Pr(X =0)—Pr(X =1)

—1- <200) i (210>pq19 =1- <200) (1-p)*° - (210)1)(1 -p)*

~ 0.4131

Erdn hylkdaamisen todenndkoisyys on noin 0.4131.

2. Kolmella tykilld ammutaan yhteislaukaus liikkuvaan maaliin. Kukin tykki tdhdatdan toi-
sista riippumattomasti ja osumistodennikoisyydet ovat 0.2, 0.4 ja 0.5. Olkoon X = osumien
lukumaara.

a) Maidritd X:n jakauma (ts. todennédkoisyydet Pr(X = k)) sekd odotusarvo E(X).

b) Jos ammutaan neljd yhteislaukausta, milld todenndkoisyydelld saadaan yhteensd kor-
keintaan yksi osuma?

Ratkaisu:
a) (Kuten tehtdvanannossa sanotaan pelkit pistetodennékoisyysfunktion arvot eli piste-
todenndkoisyydet riittavat. Talld jakaumalla ei ole nimed.)
Maaritelladan tapahtumat:
10 ={1. tykki osuu} 1H = {1. tykki ampuu ohi (huti)}
20 = {2. tykki osuu} 2H = {2. tykki ampuu ohi (huti)}
30 = {3. tykki osuu} 3H = {3. tykki ampuu ohi (huti)}



£(0) = Pr(X = 0)
=Pr(1H)Pr(2H) Pr(3H)
=0.8x0.6 x0.5=0.24

F(1) = Pr(X = 1)
= Pr(10) Pr(2H) Pr(3H) + Pr(1H) Pr(20) Pr(3H) + Pr(1H) Pr(2H) Pr(30)
=0.2x06x05+08x0.4x0.5+0.8x0.6x0.5=0.46

F(2) = Pr(X = 2)
= Pr(10) Pr(20) Pr(3H) + Pr(1H) Pr(20) Pr(30) + Pr(10) Pr(2H) Pr(30)
= 0.2%0.4x05+0.8x 0.4 % 05+0.2x 0.6 x 0.5 = .26

F(3) = Pr(X = 3)
= Pr(10) Pr(20) Pr(30)
=0.2x04x05=0.04

Edelld laskettujen todennékoisyyksien perusteella saadaan X:n odotusarvo:

B(X) =Y aif(2:) =0x024+1x046+2x026+3 x 0.04 = L1

=1

b) Olkoon X} neljalld yhteislaukauksella saatujen osumien kokonaislukumaééra. Todenna-
koisyys, ettd neljdlld yhteislaukaukselle saadaan korkeintaan yksi osuma on

Pr(X, <1)=Pr(Xy, =0)+ Pr(Xs = 1)

=Pr(X =0)* + (;l

) Pr(X =1)Pr(X =0)3

3. Teemu Teekkari on kiireinen, joten hédn péadttaa kopioda laskuharjoitustehtdvan vastauk-
sen kaveriltaan Martti Matemaatikolta. Martti laskee tehtdvian oikein todennédkoisyydelld
0.9. Teemu puolestaan kopioidessaan 16ytdd virheen vadrin lasketusta tehtdvastd toden-
nékoisyydelld 0.6 ja luulee oikein laskettua tehtdvéaa virheelliseksi todenndkoisyydelld 0.2.
Oletetaan, ettd oikean virheen loytdessddn Teemu laskee tehtdvan itse oikein ja kuvitteel-
lisen virheen 16ytdessddn laskee sen vastaavasti vadrin. Oletetaan vield lisdksi, ettd joka
tapauksessa Teemu palauttaa itse laskemansa tehtdvén kertomatta Martille mahdollisesti
16ytamastdan virheesta.

a) Mikd on todennékaisyys, ettd Teemun palauttama tehtidva on vadrin?

b) Mika on todennékoisyys, ettd Martin palauttama tehtdva on oikein, jos Teemun palaut-
tama tehtdva oli vdarin?

Ratkaisu:
Maaritellddn tapahtumat:
MO = {Martin vastaus on oikein.} MV = {Martin vastaus on viérin.}
TO = {Teemun vastaus on oikein.} TV = {Teemun vastaus on v&arin.}

Tehtavanannon perusteelle tunnemme seuraavat todennékoisyydet:
Pr(MO)=10.9 Pr(MV)=0.1

Pr(TO|MO) =08 Pr(TO|MV)=0.6
Pr(TV|MO) = 0.2 Pr(TV|MV) =04



a) Paittelemailld, johtamalla tai suoraan kokonaistodennékoisyyden kaavaa soveltamalla:

Pr(TV) = Pr(TV N MV) + Pr(TV N MO)
= Pr(TV|MV) Pr(MV) + Pr(TV|MO) Pr(MO)
=0.4%0.1+0.2x0.9=0.22

b) Padttelemailld, johtamalla tai suoraan Bayesin kaavaa soveltamalla:

_ Pr(MONTV) Pr(TV|MO) Pr(MO)
PrMOITY) = =5 0 = Be(TVIMV) Pr(MV) + Pr(TV|MO) Pr(MO)
0.2 x0.9 ~ 0.8182

T 04x01+02x0.9

4. Suuren tavaratalon valitusten vastaanottoon tulee keskimaarin 3.5 asiakasta tunnissa. Vas-
taanoton vakinainen hoitaja joutuu poistumaan asioille ja jattdd paikkansa yhden tunnin
ajaksi apulaisen hoidettavaksi.

a) Milld todennékoisyydelld apulainen joutuu palvelemaan vahintdan kolmea asiakasta?

b) Oletetaan, ettd vakituinen virkailija soittaa puolen tunnin kuluttua lahdostddn ja saa
tietdd, ettd silhen mennessd on kdynyt tasan yksi asiakas. Mikd on todenndkéisyys, et-
td tdssd tapauksessa asiakkaita tulee yhteensd véahintddn kolme koko tunnin aikana?
(Toisin sanoen, ettd jalkimmadisen puolen tunnin aikana tulee ainakin kaksi lisdd.)

Ratkaisu:
Asiakkaiden lukumdérd tunnissa X ~ Poisson(\s). Tédssa tehtavédssa A = 3.5 asiakasta/h
ja s tarkasteltavan ajanjakson pituus.

a) Kun tarkastellaan koko tuntia s = 1 h ja siten X ~ Poisson(3.5). Siispd kysytty toden-
nékoisyys saadaan seuraavasti

Pr(X>3)=1-Pr(X<3)=1-Pr(X=0)—Pr(X=1)-Pr(X =2)

6_3'5 350 6_3'5 351 6_3'5 352
o112

=1-e3%(1+3.5+3.5% x0.5) ~ 0.6792

=1

b) Olkoon X; on asiakkaiden mddrd ensimmaisen puolituntisen ja X toisen puolitunti-
sen aikana. Kun tarkastellaan puolta tuntia s = 0.5 h ja siten X; ~ Poisson(1.75). Nyt
kuitenkin X; L X5 (eli peradttdiset puolituntiset ovat riippumattomia), joten kysytty to-
denn&koisyys:

PI‘(Xl + XQ 2 3|X1 = ].) = PI’(XQ 2 2) =1- P]."(XQ = 0) - PI‘(X2 = ].)
e 751750 7175 175!

10 B 1
=1—e (1 +1.75) ~ 0.5221

=1-




