Teknillinen korkeakoulu Nevanlinna/Maasalo
Mat-1.169 Differenssimenetelmit
Tentti perjantaina 10.01.2003

Kirjoita selvéisti jokaiseen vastauspaperiin henkilGtietosi, ja palauta joka tapauksessa ainakin yksi tie-
doillasi varustettu paperi.

1. Olkoon annettuna koersiivinen jatkuva kuvaus ¢ : R* — R™. Silloin yhtalolla
d(z) =b
on kaikilla b € R* on tasmilleen yksi ratkaisu z € R".

(a) Todista, ettd ratkaisuja on korkeintaan yksi.
(b) Kun n = 1, piirrd kuva, josta olemassaolo voidaan tissi erikoistapauksessa paitelli.

2. Kun mitd tahansa vksiaskelmenetelmii sovelletaan testiyhtdloon y' = Ay, paiddytdin algoritmiin,

joka voidaan esittdd muodossa
y" =r(hNy™ L.

Hmoita menetelmén tarkkuusaste ja kerro onko se A- tai L-stabiili, kun menetelmisti tiedetiin
(a) r(z) =1+ 24322+ L8 + 424
(b) r(z) =(1+ 32+ £23)/(1 - 1z + $527).
3. Jos differenssiapproksimaatio
Au(z;) ~ Z aiju(r;)
JEN
on tarkka polynomeilla astetta enintdéan p + 1, on approksimaation konsistenssiaste p.

(a) Tarkista, ettd differenssiapproksimaation
1
u'(z) = E;[u(a: — h) = 2u(z) + u(z + h)]

konsistenssiaste on p = 2.
(b) Anna esimerkki v”(z)m differenssiapproksimaatiosta, jonka konsistenssiaste on p = 4.

4. Kun eksplisiittistd Runge-Kuttan menetelmis sovelletaan testitehtdvidn z’ = Az, saadaan rekursio
muotoa

"t = p(Ah)z™.
(a) Selitd miksi p on polynomi.
{b) Méidrittele tdhin menetelmaiin liittyvi stabiilisuusalue S.
(c) Niyti, ettd S on rajoitettu.
(d) Olkoon A5 € R**? Laplacen operaattorin diskreetti approksimaatio. Miksi tyypillisesti || 4;|| =
O(oflg-)? Miksi ratkaistaessa yhtdléryhméia
¥ = Ay,
missd y € R? (eksplisiittiselldi Runge-Kuttan menetelmilld), tulee aika-askeleelle h rajoitus
muotoa 5”5 < vakio.
5. Tiedetddn, ettd systeemit
u = Au,
v = B’Uy,
missd A ja B ovat matriiseja, ovat hyperbolisia. Onko systeemi
w; = Aw, + Bw,

aina hyperbolinen? Perustele!




