Tfy-44.126 KVANTTIMEKANIIKKA I I Vilikoe 28.10.2004

(Huomaa, etti toisella sivulla on pari yhtiloa ja taulukko, joista voi olla apua...)

1.  Fyysikko J. Arkevi tutkii yksidimensioista hiukkasmallia ja viitti, ettd vapaiden hiukkas-
ten kineettinen energia liikemdiarén funktiona onkin tavallisuudesta poiketen muotoa

3
Ekin = ap-,

missd « on hiukkastyypistd riippuva reaalinen vakio. Tutkitaan hinen viitettdan kvantti-
mekaniikan kannalta.

a) Kiyttden hyviksi tavallisen kvanttimekaniikan formalismia, miten kvantisoit timén
uuden kineettisen energian, eli mitd muotoa on vapaan hiukkasen Hamiltonin ope-
raattori J. Arkevin mukaan?

b) Kvanttimekaniikassa on jostakin syystd tidrke#dd, ettd fysikaalisia suureita vastaavat
operaattorit ovat hermiittisid. Midrittele, mik& on lineaarinen hermiittinen operaat-
tori, ja kerro, miti térkeitd ominaisuuksia kvanttimekaniikan kannalta tillaisilla ope-
raattoreilla on.

c¢) Onko a) -kohdan operaattori lineaarinen ja hermiittinen? Onko siten J. Arkevin esit-
timd teoria tdmén tarkastelun puitteissa sopusoinnussa vaiko ristiriidassa kvanttime-
kaniikan perusteiden kanssa?

2. Olkoon fysikaalista systeemii vastaava Hamiltonin operaattori H, ja [4;), |1 timiin kak-
si normitettua ominaistilaa vastaten ominaisenergioita £ ja Fy, By # F,. Miiritelldsin
niiden tilojen vilinen Bohrin taajuus w = (E), — E»)/h.

(a) Osoita, etti tilat |1)1) ja |12) ovat ortogonaalisia.

(b) Laske (F) ja AFE tilassa |1_) = ([¢1) — [12))/v/2.

(c) Oletetaan, ettd systeemi on ajanhetkelld ¢ = 0 tilassa |¢_). Miki on systeemin tila
ajanhetkelld £ > 07

(d) Tarkastellaan hermiittisté operaattoria A, jolle patee Aj1p1) = 1) ja Alah) = |1y).
Mitki ovat operaattorin A ominaisarvot tilojen |1;) ja |ip) virittimissé aliavaruu-
dessa?

(e) Mitki ovat edellisen kohdan vastaavat A:n ominaisvektorit?

() Oletetaan, ettid systeemi on ajanhetkelld ¢ = 0 tilassa |1)_). Jos operaattoria A vastaa-

vaa suuretta mitattaisiin tdssi tilassa, mikd on todenndkéisyys saada tulos —17 Entd
jos mittaus suoritettaisiin myShempéni ajan hetkend ¢t > 07

3. Luennoilla ratkaistiin ratakulmaliikem&érdoperaattoreiden L2 ja L, yhteisten ominaistilo-
jen aaltofunktiot paikkaesityksessd. Mutta mikéd on esim. operaattoreiden L2 ja jiy yhtei-
sen normitetun ominaistilan aaltofunktio vastaten ominaisarvoja 242 ja A? Esiti tima omi-
naistila myds operaattoreiden L2 ja L, yhteisten ominaistilojen aaltofunktioiden avulla!
(Vinkki: Sinun ei tarvitse alkaa ratkaisemaan diffiksid. . .)

(jatkuu...)




4.  Tarkastellaan kolmen spin—% -hiukkasen systeemi# (eli kullakin hidulla on sisdinen kulma-
lilkemadr4 vastaten kvanttilukua j = -;—). Systeemin Hamiltonin operaattori on muotoa

H = AS® + BS,,

missi o X R

S=85+85,+853
on systeemin kokonaisspin. Mitd arvoja systeemin energia voi saada? Mitka ovat vastaavat
energian ominaistilat kytketyn ja kytkemittomin kannan tilojen avulla lausuttuna?
(Vihje:
1) Muodosta ensin kulmaliikem#aria Slg = él + SQ vastaavien operaattoreiden SfQ ja 5’122
yhteiset ominaistilat.
2) Muodosta kokonaisspinid S = ém + é;} vastaavat ominaistilat.)

~+Bonustehtdvi
Eli kommentoi vapaasti kurssia tdhén asti, mikd hyvid, mikd huonoa? Onko etenemistahti ollut

liian nopea/hidas? Parannusehdotuksia?
(T4std ei valitettavasti anneta pisteitd, mutta rakentava palaute auttaa kurssin kehittdmisessa. . .)

Apuja:

Jelgm) = k3G +1) —m(m £ 1)|j,m £ 1)

Y6, ¢) = T

VO0,0) = [ cost, VO 6) = o sinder
0 5 2 +1 15 . +ip  yE2 15 . o, 42
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