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Tentti ja vilikoeuusinnat 12.1.2007.
Taytd huolellisesti kaikki vaaditut tiedot jokaiseen vastauspaperiin.

Ei laskimia eiki taulukoita!

Valikokeet 3 tuntia, tentti 4 tuntia.

Vilikoe 1: teht. 1-4. Vilikoe 2: teht. 5-8. Vilikoe 3: teht. 9-12.
Tentti: teht. I = 3, II = 4a + 5a, III = 6a + 7b, IV = 10, V = 11b + 12a.

1.

. Lento Pietarista P =

a) Maarita differentiaaliyhtdlon 3y’ 4+ 2y = 6 yleinen ratkaisu.
b) Ratkaise alkuarvotehtavid y” + 3y’ — 4y = 8, y(0) = 1, 3/(0) = 3.

Kolmion kirjet ovat pisteissd (z1,y1), (22, y2) ja (z3,ys). Madrita vektorilas-

kennan avulla kolmion kahden keskijanan (mediaanin) leikkauspisteen koor-
dinaatit. Kyseiset kaksi keskijanaa voi valita vapaasti.

(60° N, 30° E) Sydneyhin S = (30° S, 150° E) seuraa
lyhintd mahdollista reittid, eli Maan pintaa (r = 1) pisteiden O = origo
= Maan keskipiste, P ja S madrdimaissi tasossa. Missid kohdassa lentokone
ylittdd pdivintasaajan? Vastauksen voi antaa muodossa tany = lukuarvo.
Paikkavektorin lauseke
e, =sinfcosyp i +sinfsiny j +cosf k

oletetaan tunnetuksi.
Olkoot a,b > 0.
a) Kirjoita a + ib polaarimuodossa r(cos ¢ + i sin ).
b) Laske (a + ib)(cos(wt) + isin(wt)) ja péittele polaarimuotoja tutkimalla
vakiot A ja 6 kaavassa asin(wt) + bcos(wt) = Asin(wt + 6).
Osoita induktiolla, etti

o = k n+2
a) kaikilla n € N pitee Zg_k =2- TR
k=1
V2 + a, kaikilla n > 0, niin a,, < 2 kaikilla n.

b) jOS ag = 0 ja Ap41 =

. a) Esitd Cauchy-jonon méiiritelmi ja osoita miiritelmisti lihtien, etti jo-

kainen Cauchy-jono on rajoitettu.
b) Olkoon (a,).enN aidosti kasvava reaalilukujono. Pitaiko paikkansa:

on olemassa lim a, € R <= hm (an+1 —ap) =07
n—0oo

10.

11.

12.

. Tutki seuraavien sarjojen suppenemista; keskimmaist kaikilla > € R:

0o .

smn

AP
n=1

a) Madrittele jokin bijektio f: (0,00) — (0,1). Tunnettuja alkeisfunktioita
saa kiiyttdi, mutta bijektiivisyys tdytyy perustella.

b) Muodosta jokin parametrisointi sellaiselle kdyrélle, joka yhdistdd pisteet
(1,0,1) ja (0,1, —1) pitkin pallopintaa z2 + y% + 2% = 2; ts. kiiyri sisiltyy ko.
pallopinnalle ja silld on annetut alku- ja loppupisteet.

) i:—;x", c) ilnn+1
n=1

n=1

. Muotoile "Differentiaalilaskun viliarvolause" (eli toinen valiarvolause) ja esi-

td sen todistus. Tarvittavia aputuloksia ei tarvitse todistaa.

Tarkastellaan parametrisoitua tasokiyridi x = cost, y = sin(2t), 0 <t < 2m,
joka muistuttaa oco-merkkia.

a) Kiyri leikkaa itseéiin origossa (parametrin arvot t = 7/2 ja t = 37/2).
Méirits vastaavien tangenttivektoreiden vilinen kulma o € [0,7/2].

b) Milld parametrin t € [0,7/2] arvolla piste (z(t),y(t)) on kauimpana ori-
gosta?

a) Osoita, ettd yhtalolla 22 + z — 1 = 0 on yksikiisitteinen ratkaisu alueessa
x> 0.

b) Selitd lyhyesti Newtonin iteraatiomenetelmé ja sovella sitd a-kohdan yh-
taloon (kaksi askelta ja sopiva alkuarvo).

sinx —rcosz

23
—b+ Vb2 — 4ac

2a
Miten tulos liittyy yht#lén az? + bz + ¢ = 0 ratkaisuihin?

a) Madritd raja-arvo lim
z—0

b) Olkoon b > 0. Laske raja-arvo lm%)

Lisédtieto: Erditd trigonometristen funktioiden arvoja:

2 i 4 3 3

3
[
3

s g r I Aan 3 o 11w

a 0 §F 3 3 3 5 7r 3 3 2 3 5 27
ina 1 V3 V3 1 L _v3 1 _¥3 _1

sma 0 3 % 1 % 2 0 3 2 1 2 3 O
v3 1 1 V3 V3 1 1 V3

cosa 1 5 5 0 -3 —-% -1 -3 3 0 2 2 1

Provet pa svenska: Viand!



