Mat-1.128 Diskreetin matematiikan perusteet

1. vilikoe 19.3.2001, ratkaisut

1. Kuinka monta kokonaislukuratkaisua, joille 0 < z; < 6, on yhtalolld =; + 23 + 3 + 24 = 167
Ratkaisu. Voidaan ajatella, ettd ykkosid jactaan neljiéin pinoon, niin ettd z; saa arvon, joka
on i:nnessd pinossa olevien ykkosten lukumdra. Jos yleisesti n samanlaista esinetts pitdisi jakaa
k:hon eri pinoon, t&mén voi tehdd ("*2~") = (*I*") eri tavalla (nmn esineen ja k — 1:n véliseiniin
permutaatiot).
Inkluusio—ekskluusioperiaatteella saadaan kysytyksi lukuméasraksi

16+3\ [(4\(16-7+3\ [4\[(16-2-7+3\ 19.18-17 L 12-11-10 4-3 5-4-3
(3)'(1)( 3 )+(2)( 3 )” T o p I

Ensimméinen termi kuvaa kaikkia tapoja jakaa ykkoset pinothin ilman rajoituksia. Sitten on
vihennetty tavat tehdi jako niin, ettd ainakin yhdessd pinossa (jolle on (‘f) eri vaihtoehtoa) on
véhintéiéin pienin kielletty m#ira 7, ja loput 16 — 7 ykkdsta jactaan vapaasti. Tamén jilkeen on
taas lisdtty niiden jakojen lukumiard, joissa 2 pinossa on vihintdsin 7 ykkostd. T#t3 useampaa
kiellettyd pinoa ei voikaan olla, koska 16 < 3- 7.

Vaihtoehtoisesti voisi muodostaa tavallisen emafunktion (1+z+ ...+ 2%)*, jolloin vastaus olisi
z1%:n kerroin auki kerrotussa muodossa.

2. Miten monella tavalla voivat n opiskelijaa jakautua osallistumaan samanaikaisiin ruotsin-
kielen ja fysiikan harjoituksiin, tai mennd kahvilaan, kun kunkin em. vaihtoehdoista tekee ainakin
yksi opiskelija? Tarkastellaan a) vain lukum#&rid, ja b) henkilékohtaisia valintoja.

Ratkaisu. a) Asetetaan ensin kuhunkin kohteeseen 1 opiskelija; t&mén jélkeen loput n — 3
voidaan jakaa vapaasti kolmeen kohteeseen, eli esine-viliseinéiajattelulla saadaan lukumazraksi
(") =i(n-1)(n-2).

_ b) Inkluusio—eksluusioperiaatteella saadaan 3 — 3-2" 4 3. 1", misséi 3" kuvaa tapoja jakaa

opiskelijat kolmeen kohteeseen ilman rajoituksia, 3 - 2® on niiden tapojen lukumisrs, joissa jokin
kohde (3 vaihtoehtoa) jid tyhjéksi, jolloin kullakin on vain 2 vaihtoehtoa, ja 3- 1" kuvaa tapauksia,
joissa kaksi kohdetta jad tyhjéksi, eli kaikki meneviit samaan paikkaan (3 vaihtoehtoa).

Vaihtoehtoisesti voi kiiyttda eksponentiaalista eméifunktiota: kuhunkin kolmesta kohteesta voi
menni 1,2, ... opiskelijaa, mitd kuvaava eksponentiaalinen eméfuntio on 3 5o, i—:— =e” — 1. Ko-
konaistilannetta kuvaa komen téllaisen funktion tulo, eli
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missi Zr:n (n > 1) kertoimeksi nihdéiéin sama 3™ — 3 - 2° + 3.

3. Olkoon (G, o) &érellinen ryhmé ja H sen aliryhmé. Merkitésin a o H = {a o hlh € H}, kun
a € G. Katsotaan todistetuksi, ettd jos a,b € G, niin joko ao H =bo H taiao HNbo H = .
Osoita, ettd a) |ao H| = |H|, ja b) |H| jakaa |G|:n. : '

Ratkaisu. a) Kuvaus k — aoh joukolta H joukolle ao H on selviisti surjektio, silli mégritelman
perusteella jokainen ao H:n alkio on acoh erédlle h € H. Se on myds injektio, silld jos aohy = aoha,
saadaan ryhmén supistussidfinndn nojalla hy = ha. Siis joukkojen H ja a o H alkioiden vililli on
kiiintden yksikiisitteinen vastaavuus (bijektio), joten joukot ovat yhté suuret.

b) Jokainen g € G kuuluu joukkoon g o H, silli e € H, ja goe = g. Toisaalta on selvii,
ettd go H C G, kun g € G, H C G, silld G on suljettu ryhmalaskutoimituksen o suhteen. Thten

- G =Ugeg(g o H), ja mitks tahansa kaksi tissi yhdisteessd esiintyviii joukkoa ovat joko samat tai

téysin erilliset. Olkoot g; o H,..., g, o H kaikki eri joukot, jotka esiintyviit edelld. Talldin
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missi toinen yhtald seuraa g; o H:iden erillisyydesti ja kolmas tehtéviin (a)-kohdasta. Edellisesti
yhtéilostd ndhdédn, ettd |H| jakaa |G|m.

4. Kuution sivutahkot maalataan kermanvérisiksi, oransseiksi tai turkooseiksi. Jokin tai jotkin
varit saavat myds puuttua. Montako erilaista viristystd voidaan niin muodostaa, kun kappaletta
saa vapaasti kiiéinnelld avaruudessa? Sovella Polyan lausetta tai siihen liittyvid tuloksia.

Ratkaisu. Miiritetdiin ensin kuution likeryhma ja kunkin tahin kuuluvan permutaation
syklistruktuuri.

1. Identiteettipermutaatio pitéid kaikki kuusi tahkoa paikoillaan, joten silld on kuusi yksialkiois-
ta rataa, siis syklistruktuuri z§.

2. Kuutiota voidaan kilfintdd kahden vastakkaisen sivutahkon lipi kulkevan akselin (téllainen
akseli voidaan valita 3:lla tavalla) ympéri £90°. Tillsin akselilla olevat sivutahkot (2 kpl)
pysyvét paikallaan, ja loput 4 muodostavat radan. Siis syklistruktuuri on z2z4, ja néiti on
3 -2 = 6 kappaletta.

3. Kierretiiin vastaavan akselin ympéri, kuin edellisessi kohdassakin, mutta 180°. Akselitahkot
pysyvit paikallaan, ja muut vaihtavat pareittain paikkaa, eli syklistruktuuri on 222, ja niits
on 3 kappaletta (vain akselin valinta, kiertosuunnalla ei ole vilid).

4. Kierretdin kahden vastakkaisen kiirjen kautta kulkevan akselin ympéri £120°. Télléin kum-
mankin akselikiirjen viereiset kolme sivutahkoa muodostavat radan, eli z2. Karkipari akselille
voidaan valita 4 tavalla. (Kérkid on yhteensi 8; kun toinen on valittu, toinen méiriytyy,
mutta valitsemalla jokainen kiirki kerran, tulee jokainen vastapari kahdesti.) Liséiksi on 2 eri
kiertosuuntaa, eli yhteensi 4-2 = 8.

5. Kierretdin kahden vastakkaisen sirmiin keskipisteiden kautta kulkevan akselin ympéri 180°.
Muodostun kolme kahden alkion rataa, eli z3. Akseli voidaan valita 6 tavalla (Sérmii on
yhteensd 12, mutta valitsemalla jokainen séirmi, tulee Jjokainen vastapari kahdesti.)

Loydettiin yhteenséd 1+ 6 + 3 + 8 + 6 = 24 permutaatiota. Se, etté tiissi tiytyy olla kaikki,
niihdéfin esim. seuraavasti: Ajatellaan kuutio asetetuksi pdydalle. Sen asento on tarkkaan madratty,
kun tiedetdiéin, miki tahko on eteenpiin ja miki ylospiin. (Kokeile arpakuutiolla, jos et usko!)
Lahtemll4 liikkeelle jostakin valitusta perusasennosta, médrédytyy kuution liikepermutaatio siiti,
mihin uuteen asentoon se kiiéintyy. Nyt edessé olevalle tahkolle on 6 vaihtoehtoa, ja ylospéin olevalle
tahkolle 4 (kaikki edessi olevan tahkon viereiset tahkot). Yhteensé on siis 6 - 4 = 24 vaihtoehtoa.

Sykli-indeksi on syklistruktuurien keskiarvo:

1
= (2} + 6224 + 32}23 + 823 + 623) .

Nyt erilaisten véiritysten lukumiiré saadaan sijoittamalla jokaisen z;m paikalle kilytettivissi
olevien virien lukuméri eli 3, jolloin saadaan

512(3‘+ﬁ-3’+3-3‘+8-3’+6-3’)=57.

Téhén olisi voinut pa&ityd myds sykli-indeksi kirjoittamatta kiyttamalla Burnsiden lemmaa, jossa
yla oleva lauseke olisi muodostettu laskemalla kuution litkeryhméin kunkin permutaation kiinto-
viritysten lukuméérit. Edelld olevan kaltainen luettelointi olisi ollut joka tapauksessa tarpeen.

Varsinaista Polyan lausetta ei kiiytetty. Sen avulla olisi voinut tutkia tietyntyyppisten véritysten
lukuméériéi vield tarkemmin tekemalld sykli-indeksiin sijoituksen z; = kf + of + *, missé k, 0 ja ¢
tarkoittavat kermanviiristd, oranssia ja turkoosia. T#td ei kuitenkaan pyydetty.



Mat-1.128 Diskreetin matematiikan perusteet

2. vilikoe 8.5.2001, ratkaisut

z=3 (modl12)
Tehtdvd 1. Ratkaise kongruenssiprobleema { # =9 (mod 15)
z=19 (mod20)

Ratkaisu, Ensimmiisen yhtalon perusteella z = 3 + 12y ja toisen perusteella z = 9 + 152. Siis
3412y =9+ 152 = 12y — 152 = 6 = (jaetaan 3:lla)dy — 5z = 2. Tamin Diofanteen yht#lén voi
ratkaista Eukleideen algoritmilla, mutta tissi tapauksessa pienelld kokeilullakin 15ytyy helposti
ratkaisu y = z = —2. Kaikki ratkaisut ovat muotoa y = -2+ 5n,2 = -24+4dn =z =3+ 12y =
3+12-(=2) + 12 - 5n = —21 + 60n.

Toisaalta kolmannen yhtilén perusteella z = 19 + 20m' = —1 + 20m. Siis saadaan uusi Dio-
fanteen yhtéld —21 4+ 60n = —1 4+ 20m = 60n — 20m = 20 = 3n — m = 1. Nihdéin helposti, etté
n = 1,m = 2 on eriis ratkaisu, ja kaikki ratkaisut ovat muotoan = 1+km =2+ 8k = z =

—~1+420-2+4 20-3k = 39+ 60k.
Siis | # = 39(mod 60) | Huomaa, ettd 60 = p.y.j.(12,15,20).

Tehtéivii 2. Muodosta RSA-salakirjoitusavain, joka toteuttaa ehdot: Modulin n = pq tekijit
ovat suurin alkuluku, jolle p < 95 ja pienin alkuluku, jolle g > 140, ja salakirjoituseksponentti
on pienin alkuluku, jolle e > 15. Muodosta myds vastaava tulkinta-avain. Salakirjoita viesti OK
kiiyttéien kirjain-lukuvastaavuutta A ¢ 00, B & 01, ....

Ratkaisu. Tutkimalla jirjestyksessi mahdollisten lukujen jaollisuutta, nidhdifin etti p = 89,
g = 149 ja e = 17 ovat tehtéviinannossa tarkoitetut luvut. Siis n = pg = 89 - 149 = 13261 ja
¢(n) = (p—1)(g ~ 1) = 88- 148 = 13024. Salausavaimeksi saadaan suoraan | (e, n) = (17,13261) |

Tulkinta-avainta varten tarvitaan d = e~'(mod ¢(n)), eli tiytyy ratkaista Diofanteen yhtélé
ex — @(n)y = 1, jolloin d = z on haluttu salauseksponentti. Eukleideen algoritmilla saadaan

13024 =1766-17 + 2, 17=8-2+1 =
1=17~-8-2=17-8-(13024 - 766-17) = (1 +8-766)- 17 — 8- 13024 = 6129 - 17 — 8 - 13024.

Siis d = 6129, ja tulkinta-avaimeksi kiy [ (d,n) = (6129, 13261) |

Annetulla kirjain-lukuvastaavuudella O ¢ 14, K + 10. Siis selviikielinen viesti P (plain text)
on P = 1410, ja salattu viesti C' (code) on C = P¢(mod n) = 14107 (mod 13261).

Potenssin laskemista varten havaitaan, ettd 17 = 16+ 1 = 24 41. Seuraavassa kaikki kongruens-
sit ovat (mod 13261):

1410 = —1050,  1410* = (-1050)% = 1837,  1410° = 1837% = 6275,
1410"® = 6275 = 3716, 14107 = 3716 - 1410 = 1465.

Siis lihetettivi viesti on

Tehtéivi 8. Olkoon f(z) = z' + 2® + z + 1. Jaa timi polynomi redusoitumattomien tekijdiden
tuloksi, kun se kuuluu polynomirenkaaseen a) GF(2)[z], b) GF(3)[z], c) GF(4)[z].

Ratkaisu. Selviisti aina (renkaasta riippumatta) z' + 2 + 2+ 1 =2z + D)+ (z+ 1) =
(2+1)(z® +1) = (z + 1)(z + 1)(z? — z +1). Jos polynomin kerroinrengas on GF(2) = Z,, ei timi
en#ii jakaannu, silld 02 — 0+ 1=1# 0 jamyds 12 — 1+ 1 =1 # 0. GF(2):ssa voidaan kuitenkin
miinusmerkki jittaa pois. Siis G'F(2)[z]:ssé kysytty jako on | f(z) = (z +1)*(z® +z +1) |




Renkaassa GF(3) = Zg saadaan (~1)? —(—=1)+1=1+1+1 = 3 = 0, joten polynomi 2 —z+1
Jjakaantuu edelleen. Jako voidaan tehda jakokulmassa, mutta helpommin havaitsemalla suoraan,
ettd Zyssa o2 — 2 + 1 =2? + 22+ 1 = (z + 1)°. Siis GF(3)[z]:s84 | f(2) = (¢ + 1)*}

Koska 4 = 22 ei ole alkuluku, GF(4) # Z,. Sen sijaan G F(4) muodostetaan renkaasta GF(2) =
Z, jaottoman 2. asteen polynomin avulla. Téllainen on esim u? + u + 1, joten GF(4) = {a + bu :
a,b € Zy,u* +u+1=0} ={0,1,u,u+ 1}. Nyt polynomilla 2> ~z + 1 = 2% 4+ z + 1 on juuri u
(suoraan w:n méfiritelmén perusteella). Jakolaskulla saadaan

S | 1 1 1
E_._+_z.._.—z M ..|.( +1)+ﬂi__z+(u+1),

z4+u z+u z+u |
0
9. 1.
1
a) Muodosta vastaava generoiva matriisi, ja koodaa viestit 0101 ja 10
b) Tulkitse vastaanotetut sanomat 1010010 ja 1110011.
¢) Sanomien vilityksessé kilytetéiin symmetristd bindfirikanavaa, jolla yhden virhebitin toden-
nékdisyys on p = 0,8%. Milld todenniikdisyydelld a-kohdassa lihetetyt sanomat tulevat oikein
tulkituiksi?

silld u? + u + 1 = 0. Siis GF(4)[z]:888 | f(2) = (2 + 1)*(z + u)(z +u+1)

1
Tehtévi 4. Hammingin (7,4)-koodilla on tarkistusmatriisi H = | 1
1

S =t

i A I
[ D S |
1, 10 0

s

1

Ratkaisu. a) Kun tarkistusmatriisi on muotoa H = (AT:I), on generoivamatriisi G = (I'4),
missé I on aina sopivan kokoinen yksikkématriisi. Siis generoiva matriisi on

00 0
100
01 0
1

o O o =
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00

Annettu viesti p koodataan (matriisi)kertolaskulla pG, joten

0101-[0101101] 1011—[1011001

b) Vastaanotettu viesti r tarkistetaan (matriisi)kertolaskulla HrT, jolloin saadaan

0 1
H(1010010)T=(0) H(1110011)’"=(1).
0 1

Ensimmaéisessii tapauksessa tulkitaan, ettfi viestisséi ei ole virhettd. Varsinainen sanoma on nel-
jissé ensimmaisessd bitissd, eli viesti on [1010] Toisessa tapauksessa saatiin tarkistusmatriisin H
ensimméinen sarake, mikdi tulkitaan niin, ettd viestin ensimmaéinen bitti on virheellinen. Siis oikea
viesti on 0110011 ja varsinainen sanoma (taas nelja ensimmaistd bittid).

¢) Yksittdinen neljéin bitin sana saadaan tulkittua oikein, jos siindi on korkeintaan yksi virhe (eli
joko 0 virhetté tai tasan 1 virhe). Siis timéin todennékdisyys on (1—p)"+(]) (1-p)®p = 0,99869141.

Todennikoisyys, etté kaksi kappaletta sanoja saadaan oikein, on edellinen luku potenssiin 2 eli
0,9973845 ~



