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Mat-1.128 Diskreetin matematiikan perusteet

1. vglitoe f0,3.2d)1. ratkaisut
1, Kuinla monte kokonafuluku.atlei$a, ioile 0 S ?, < 6, olr yhtdl6l[ q + 02 +as +21=78?

Rltkaiau. Voidaan ajat€lla, e*ta ylrituta jaetran neljein pinooo, niin etti ,r saa arvon, jot6
otr i:nnedsi piro€ss olevien yl*dst€n lulw[,6nr[. Jc yleis€rti fl sa Bnlaista esiDettf piteisi jaha
&:hon ed pinoon, tllrrdn voi tehde ("+:-) = ("f1, 1) eri tardla (n:n eein€en ja tr - t; vnliseinEn
p€rmutaatiot).

Itrklirwid€&Bkluwi,opeda&tt ells ssadasn kyg]tyksi ftrtume&tlsi

/ ro+r\_/r \ / re-z+r\- / r \ / ro-r .z+s)_ re.  19.  r? +1. r2. I .  r0 *  a:s.  E.=a,.8 = ro.
\  ,  i  

- \ ' / \  .  / - \ , / \  3 )= 3t  * ' - - - -+-t  - - i !

Firihmtheo tenni kuraa laildda tapoja jalaa yk}6set ptDoihin illn,[ r4oitulci& Sittea on
viihenBetty tavat t€hdt jako nii4 e$A iiDakin yhde*6 pinoesa fioUe on (i) eri vrihtoehtoa) o'l
dbiltd.:b piedtr kieletty md&fl 7, ja lopnt 16 - ? y[.k6ste jastaan Bps6.ii. Tbaen jdlkeeo on
taas |i3etry niHen jakoj€n lukung.tuE, Fissa 2 pircsea on !€bilttein 7 yk&6sti. TetE Bs€arnpas
kieleftyn pinos €i l€iloArl ola, kosks 16 < 3. ?.

yaiho€rlroie€sri voi6i muodostas to?dlie€n erD"dftnldion (1+r+.. .+r0)1, jolloin vsstalrs otisi
c16:a lermil guli Lellotusse muodossa.

2. Miten monella tavalla roivst n opi$L€lijaa jakautna odsllistumean sarna,uaikaisiin qien-
Ldeletr ja t,€iil.a! hadoitu!6iin, tai metrni kahvilasn, kua kunlin edn. railntoehdoista tekee fiakin
yk3i opiskeliia? Thrkastalla.n a) vab htune&if,, ja b) henkildkoht bie lslitrdoja.

R-atlqiru" s) Asetetaan €nsin kuhu{kin kohtceaeen 1 opiskelij&; tdJtten jiilkeen loput fl - 3
voidaan jaJiaa \tapaa8ti kolmeen kobteeg€€n, eli esine-vitiseinaajsttrelulla saadaar lukumefuj,ksi
(*lt1 = l(n - urn - z).

b) lnkluuio-€ksluusioperiaattella saadar.n 3' - 3 . 2n + 3 . 1., misst 3' kw"a tapoja jaba
opiskelijat kolmeer kohte€€eetr iLnan rajoituLrie, 3.2n @ |riideD bpojeD lulume&il joi$a jokin
kohde (3 v.iltoehtos) jiiii tybj6bi, joUoin tulsliD on ra 2 vaihto.htoo,js 3.1n kuvaatapauksia,
jotuBa lak6i kohdetia jAA Ebjiksi, eli tail*i rllenev& saruan paiLjosn (3 l'silttoehtos).

Voii oehtaiJe,di acn Wy+,fe6 e,Lspdentiaalista @,efillktiots: Lubunkin kolmesta l@ht€esia tor
meDnd 1,2,... opisLslijaa, mitd kuvasld ekrponentia^aliffr emdirntio oE DLr * = e" - 1. Ko-
koneiitilanDett8 kuvea kortr€n tillaisen firDltiotr tulo. eli

(e' -r)3 = e3. -3e2,+3*-r = i a* -gi E#.*ri * -t = i(3r-3.t+3)4 -1.
?_" h! ?=o k! - fukt -  H- --  - 'ht  ' ,

srisst *:n (r > 1) l(erioiraol.si nahdiien satla 3n - 3 . 26 + 3.

S. Olkoor (G, o) A&ellinen lybme j& 11 rcq aliryb'Ile. Me*it65s o o }l = {a o nln € }r}, Lus
a € G. Katsotaan todi6tetuloi, ettd jc a,6 € C, ntin joto d o .tI = 6 o Il tai ao II ..bo E = 0.
Osoitt, ettii a) lo o rl = IIl|, js b) lal jaloa lcl:n.

R-atkal6rr !) Kursus,t F dortjoukotta.*r.ioukole oollt otr s€h,lsti nrdektio,3 A mdiritelrndn
peruateella jokainen ao-Il:n slkio on ootr erei h t € J{. Se d oyds i4ieldio, silla jo6 oonr = oot r,
.aadadi| tyhlla,n rupi8tusoflt$r6n nojdla [r = fa. Situ Fuk]o&n g js c . H alkioider ltgllue otl
lditutien yksiliisittei!€o vast"avuus (bijekiio), joton jou}ot orrt yhtS suur€t.

b) Jolaben g € G kuuluu joutkooD go /t, silli c € H,iz goa = g.lbirr''lta on schd6"
€ttdgoIlCd,kung€C,AcC,siUdConsdiettulyhedlar&utoieitutrenosutteen.Titer
G = Uceeb o H), jo 

'rntlt 
talansa lstsi tiis!6 yhdist€esse eiintyv5n jouhos ordl joko 6..nst tsi

tdysin erilliset. Ol&oot 91 o Il,. . .,g1 o.i{ kail*i eri jorrk d, jotke ediirtyvet ede[{. T$lditr

p.'."1= Dh.rrl- t t lrt= *lnt,lcl =



mfuBii toinen yhteb seuraa 9i o lf:iden edlusyldeltd ja lolmas tehtivan (a)-kohdasta. Ede ise€ti
yht516d5 nehdniin, ette l,ll jakaa lcl:tr.

4, Kuution sivutr,hkot rnaalstssn kerm&F6risikli, olarss€itsi tai turlooseiksi. Jokin tai jotlin
veit sss\rt m]66 puuttua. Montsko edlsista ieristlde voidsaD niin muodGtaa, kur Lappdetta
saa vepaasti ka.Ennele ataruude6sa? Sor€llo polyan laus€tia tai siihen tiittwiE tuloksis.

R"!tlri!u, Miilit€r5nn ensin Luution liikrryhmii ja, kunj.ir tihen kuuturur permutaation
sykltutruktuud.

1. Identit€ettip€rmutastio piti6 bikki kuusi tiblos psikoilaan, joten silE on kuuli ytsialiois_
tr rata." sii! syHisirultuuri rl.

2. Kuutiota ioida.sn liiintii5. ]shdeD vastauais€n sivutah]on llpi kulkeran ak elin (t{taineu
alceli roidaan-v8lita 3:Ia tayals) ympdri *90q. Tfltbitr atserua obi?t siuirahkot (2 kpl)
pyqrv6t p'i!.rllqr, je loput 4 muodostavat radarl. Siis syLliskukuuri on ,?ra, ja neitd o!
3.2=6Lappal€tta.

3. Ki€rEtf,An vastaaran akeelin yrnpdri, kuin edelliseBsi, kohda.ssakin, mrtta 1E0.. Aks€litshkot
f'F'.vii FiLllasn, js muut iBihtavat psreittsitr DsiHes, eli syuistrultuud on ,?4, je D!ii6
on 3 kapFletts (vBin aksetin taliora. kierrosuurtrsla ei oh vdia).

4. Ki€rretitu bideD rasta.klairen ktujen lautts kulteru a&retin yrnpdri *120.. T5Jl6jn kul!-
na[tin akseliliiden vieleiset kolne sitltahkoa muodoetarBt radrn, eli 4. Kdrkipad ak!€lill€
voidaan ialita 4 terdla. (Kiirki6 on yht€ensi E; kun toinen on ralittu, toinel meih6'4fi
mutta idit6€mala jokainen liirki kerran, tu.lee jotGinen !".stspali lcahd€ti.) Useksi on 2 eri
kiertosuuntaa, eli ybt€ensE 4. 2 

- 
E.

5- Ki6retiin kahd€n l"steLhi.en sArllin ke6kipist€idetr lautta kul&eydn stselir trrDSn rE0".
MuodoBtuu kolme lebden slkion rsraa, eti .t. Ak*li rcidaan valits 6 tsva ; (jtumli on
yht€enre 12, mutis valitsemstla&kaiue. s8rDi, tulee joLaineD vs.stapari Lahd€sti.)

L6ydett i inyhteensn1+6+3+E+6=24permuteet iota,Se,ettetEssit6yt?ol lakaik* i ,
nehdildn €aim. seurashsti: Ajat€Ia,an kuutio asetctuksi !,6yd e. Sen rseDto on tar'klssn n5&etty,
kun ti€detiIn- rnild trhlD @ ete€npein j& mi*e ylddpEin. (Koteile arpaluutioIa" jos et uskoi)
L8htsm n fiikk€ll€ j6td,kin ialitusta p€russsennosts, mula],trT kuution liiLspentrutaatio siit6,
mihin uuteeD asentoon 6e ld6ntry. Nyt ed€ss! olenle tablolle on 6 raiht6€hto&, je yl6spdir oleralle
tahloue 4 0rait*i €d€ssi olevan ir.bkon vier€iset tabkoi). yht€ense on sii. 6.4 =-Z vaitrtoetrtoe.

S?Hi-inde'l3i on syllistruktuudeo Leski.rvo:

6 bl + s,lu + txlal + 8'3 + 651) .

- 
Nyt edlsist€o i6rityst€n lukum[tr8 saadaan sijoittarns a joleis€n ,.,! paita[e kdytettivjsse

olevi€n vihien lukumilirfl eU 3, jolloin saadsan

;  (30 +6-3t+3.3r +8.t ,  + 6.  a!)  =d7.

T_el'.eg oli3i roinut p6ntyn my6€ sykli-hd€kii kiliritt€lrlatts l6yttnlD,6l6 Bumlid€n le,lmsq j6.a
yll[ olera lauseke olisi muodostettu laskemsna kuution liik€Eyhmen kunkin f,€fmutratior kiinte
rdrity8tetr lukum.5.6rdt. Edeun ohlrn kaltein€n luettelointi otisi olui jol6 tepsnt sea ts4r€ .
. . 

yar-s-ir3sta_Polryl lausetta ei ldytetty. Sen avulls olisi voinut tdh;fe4yntlTppisten vElityst€n
luhrm.Uidd viel6 tarl(esurdn tdresdlE sykli-indeklii! sijoitulr€n 4r = lr ; ofi l, rni"r5 f, o 1" rtarl@htalat hrua,Nerist5, danrsis js tultocia" TEti ei hit€DLaan pyydetty.



Mat-1.128 Diskreetin matematiikan peruateet

2. r{likoe 8.5.2001, ratk&i8ut

l r=r (modrzJ
IbhtIvE t. R-atkris€ kongruensriprobleen8 

{r=I 
(mod 15)

Ir=19 (mod 20)

Rstldilu, Effirunibet yhtalbn p€rust€ella , = 3 + 12y ja tois€n pe st€els ? = I + 152. Siis
3+lA=9+152+12r-152=6+(jaataar3:Is)4r-5r:2,Tnrni inDiofsnte€nyhdl6nvoi
ratkaista Eulleideen slgoritmilb, mutts t&Bd topoukss€s pienellE kokeilullskh lft,.t'1| help@ti
ratkd y = z = -2. Kaikki railaisut ov&t muotos U = -2+ VL,z = -2+ 4n 4, =3+12t =
3 + 12. (-2) + 12.5a = -2r + 60n.

Tbisaalta kolmannm yhi616n perurtaeUa r = 19 + 20nt' : -1+ 20fi1. Situ Baad|6n rusi Dio
fant4en yhtd6 -21+60n= -1+2Om+60a-20r =20+3n-rn=L N!,hdM.n helposti,  ettd
r, = l,m = 2 on eres latlafuu, ia katkki ldl(Niaut orat muotoa n = I + *,m = 2 + 3f :r c =
-1 + 2q:2i20:-l&=-19 + 6ot.

Sttu lr = 39(hod 60) | Huom8a, ettfr 60 = p. y.j.(12, r5,20).

Tbht8v[ l. Muodofta nsA-salskirjoitusrvain, jole toteuttaa ehdot: Modutin n = rq tekijet
ovst Buurin alkulul(u, jole p < 95 js pienin alkuluku, jolle q > 140, js ss,lakirjoituselsponentti
on pimin ,lkuluku, jolle e > 15. Muodorta myii€ rastaars tulkints.sbin. Selskidoits viedti OK
!5r'ttd€n kirjai!-lukulsst3avuutte 14 +' 00, B +, 01, .. . .

R.Ethiru. thtlimalls j&iestyhess6 rnahdollist€n lulqi€n jaollisuutts, nihdAin ettii t = 89,
q = 149 js . = 17 or6t tehtliv&unlo€ss tarloitetut luvut. Siis r = pc =_!9:f4=_lS?9ug
p('r) = (p - 1Xq - 1) = 88,l{E = 19024. Salsu.svaimekei aaedsan suoraan l(c,n) = (17,13261)1,

T\rthinta-avsinta varteB t.rvit..,n d = .-1(mod9(n)), eli t5ytyy raibigGTiffiGivfrItt
et - p(t)t, = I, joUoin d = t oi halutiu ddaui€l(Bpooertti, EuHeideen a]8oritmiua sssdaan

1X021=7&6.11+\ 1?=8.2+r +
1 = 17 - 6. 2 = 17 - 8. (13024 - 76d. 17) = (1 + 8. 760). 17 - 8. 1302{ = 6120. 17 - 8. 13024.

siis d = 6120, ja tullint .rurt-"t* *ey [dij-ll6i6JiiE ]
,A.nlr€tulla kirjain-lulwa8teevuudelle O {+ 14, I( I 10. Siis lelvlkielinen vi$ti P (plah t€rt)

on P = 1410, is srlattu vi€rti d (code) on d = PE(modn) = 1410r?(nDd 13261).
Pot€msin laskembta vaf,t€n halsitaan, ett617 = f6+l = 2.+1. S€urae!f,sss lail*t kongrued6-

sit orat (mod 13261):

1410? = -1050, 141d = (-1050)'l = 1E37, 14103 = 183?t = 6275,
1410u = 6275'1= 3?10, 1410r? = 3?16.1410 = 1465,

Siis lihetettalt vi€sti d | 1465 L

lbhi5vn 3. Olkoon J(r) = ra + ,3 + r + 1. Jas temi polynomi ledusoitulnatiordm talii6ides
tulokri, kun Be kuduu polynomircr*aas€en a) 6t(2)[r], b) CF(3)[r], $ Gr(l)[:r].

RAtl( l i lu. Sehri irt i  ains (redaasta r i ippumstta) za+d+t+ 1= r3(r+1) +(r+1) =
(G+1Xr5+1)=(e+1)(r+l)(r 'z-r+1).JospollnminkeroinrengarondF(2)=Zz,eitdmn
enlljalaannu, sillii 02 - 0 + 1= 1 * ojs my6s l, - 1+ 1= 1+ 0. dr.(2):srs voidarr kuita ir
miinucmed:ld jaftei pois. Sii6 cF(2)lrl:id6 Lrt tty;".to oo FGfIGJ-ifriiJilTl



Rcnlaassa dF(3) = 23 sa.sdaan (-1)': - (-1)+ 1 = 1+1+1 = 3 = 0, jot€n polynomi r'1-r+1
ja.laarnuu edeleer. Jako loidaan tehde jskokulma6ss, mutta h€lpommin harBitsemslls suoras0,
etti Z3:ssa 12 - o + 1 = r' + 2r + 1 = (' + 1),. Siio c-p(3)l'l:ss6t ( ' )  =(r+1) l

K6lta 4 = 22 ei ole alkululu, GF(a) # Zr. Sen sijaar cF(4) muodGtetaan renkaasta Cf,(2) =
Z, jaottomsn 2. aste€n polyDmin amlls, Telleinen oD e6im u2 + s + 1, joten Gr'( ) = {a + ,u :
a, b € Zt uz + u + 1 = O] = {0, 1,o,r + 1}. N}'t polyzromilla :r2 * c a 1 = r, + r + 1 on juud u
(suo.aan trln llrdliritolmen peruBtaella). Jakolaskulla saadaan

sil[ tlz + u + I = 0. Siis Cf(4)[r]r.di l (4)  :  ( r+ l ) 'z(r+sxr+u+ 1)

/111010
Tbht&v6 4. HatruningiD (?, a)-koodila on tartirturrutriisi tt = I 1 1 010 1

\10110 0
a) Muodoste ilstaais Benercive rnailiisi, ja koodss vtgtit 0101ja 1011,
b) Ti b$e vasteanotetut eanonai 1010010 ja 1110011.

t)
c) Sanomien vlitityksrssii ki],tetiiih symmetlistd bine8dl!'Evaa, ioUa yhden vilh€bitin toden-

n6*Iirryi on t = 0,8%. Mild todmndldtu]Tdell[ r"kohdarss l8lrctet]'t srnomot tulevat oil@in
tulklrtrtk.l?

8"itlafru. t) Kun tsrkistusmatriisi on muok)a II = (,{T:/), on g€o€roi\]slrt.atrits| C = (ItA),
mi$t I on ailo 6opivan kokoineo yk3i}}dmetriidi. Sii6 8€neroile rnatliisi on

il
( t

lo
lo
\o

-A.nnettu viesti p koodstren (rngtliisi)kertolaskdla pG, joten

oror '+ Ii-i-6-il-6Tl rorr '+ F-6-i-i--o-6-il.
b) Vastasnotettu viesti r tlrkistetaon (natriisi)Leltolaskulla ErT, joloin saadsan

( i )( i )

G=

tt(  1010 010)r f i (1 110 011)"=

000

100

010

001

11

l l

10

01

Dnrimmeise8sf tapoul(3e6se tultitaon, ellLJigstisa8 ei ol€ virhstt& Va,r8inarner senonrs @ nel-
jli$d emimmais€s3d bitisre, eli vi€sti on 119!E. lblrirss tapaulsessa rsatiin tarkistusmatriiBin ,t
eftimnfiinen sa!a.k6, mild tuflitaaD nii!,9!!_li€stin ensinndinen bitti on virh€ellin€r Siis oikea
viesti on 0110011je va.rsiDAir€o ssnoa.slll_lE (taas nelid etlsinmtistli bittiE).

c) Yksitt$inen neljiitr bitin sana sldsn tulldttua ot!ei!, iG siini on to&eintsa$ ylsi virhe (eli
joko 0 virhetti tai ia,ssn 1 virhe). Siis t5,nln todsmA}6ioyyr on (1 -p)r+ (]) (1 -!).p = 0, 99E09141.
TbdcrmiJdq44ljlllqlsk8i kdppaletts sanoja ssadsan oikein, on edellineo luku potmssitu 2 eli
0, 993&15 tJ I 99,7a% I


