Tfy-0.2124 Kvanttimekaniikka tentti 14.5.2008

Tarkastellaan yksiulotteista kvanttimekaanista harmonista oskillaattoria (massa = m), jonka
o : 1 )
potentiaalienergia on V(x) = 5 ma’x’

(w on vastaavan klassillisen oskillaattorin kulmataajuus).
a) Osoita, etti operaattorille 4, = (27 ma))_m(—if) + mwX)
(pon liikemddrdoperaattori) ja a,:n Hermiittiskonjugoidulle operaattorille a.= éj on
voimassa relaatio daa,=1+a,a._.
b) Kirjoita systeemin Hamiltonin operaattori ja lausu se operaattorien 4, ja a_ avulla.
¢) Osoita, ettd operaattorin 4,4_ alin ominaisarvo g ei voi olla negatiivinen:
Ay 20.
d) Itse asiassa voidaan paitelld, ettd Ao = 0. Ratkaise tdtd tulosta ja a) ja b) -kohdan tuloksia

kiyttden H:n ominaisarvospektri. (8 p.)

Tarkastellaan pitkin x-akselia liikkuvan m-massaisen hiukkasen siroamista
deltafunktiopotentiaalienergiakuopasta

V(x) = —ad(x), a>0.

Oletetaan, etté siroamista voidaan tarkastella stationaarisena (ajasta riippumattomana)
tapahtumana ja ettd heijastus- ja lapdisykertoimet (R ja T) voidaan laskea Hamiltonin

operaattorin A ominaisfunktiosta. Oletetaan, ettd alueessa x > 0 ei esiinny liikettd
negatiivisen x-akselin suuntaan. Ratkaise heijastuskerroin R ja lipaisykerroin T
ominaisenergian E funktiona. Selitd kvalitatiivisesti siroamista E:n funktiona. (7 p.)

Tarkastellaan m-massaista hiukkasta ddrettdméan syvéssd pallosymmetrisessi
potentiaalienergiakuopassa
O,kunr<a
V(r)=
o, kunr>a.
a) Kirjoita hiukkasen ajasta riippumaton Schrédingerin yhtils pallokoordinaatistossa.
b) Kéytd ominaisfunktiolle \P(r,0,0) yritettd R(r)Y(0,0) ja kéytd separointivakiota £(£ + 1)

voidaksesi kirjoittaa radiaalisen ominaisarvoyhtilon.
¢) Ratkaise radiaalinen ominaisarvoyhtilé (ominaisenergiat ja radiaaliset osat R(r)

ominaisfunktioista) separointivakion arvolla 4(¢ +1)=0. (7 p.)
Ohje: Ratkaise R:n asemasta u = rR(r),
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Tarkastellaan  keskeispotentiaalienergiassa  liikkuvaa  hiukkasta, jonka  liikemé#rin
momenttioperaattorille ovat voimassa seuraavat kommutointisdidnnot:

[£,.L,]=inL, (muut kaksi kiertovaihtelulla) ja [2,L]=0,i=xy,z

Valitaan kommutoiviksi operaattoreiksi 1> ja I:Z, joille voidaan valita yhteiset ominaisfunktiot f:
[f = af

L.f=uf,

missd A ja ¢ ovat ominaisarvoja.

Madritellddn ﬁ+ ja L. operaattorit yhtalolld

£, =1 +il,.

a) Johda kommutaatiorelaatio

[ﬁz,ﬁi] =+hl,
ja osoita tatd kdyttden, ettd [? n ja I:Z :n ominaisfunktiosta f voidaan generoida uusia yhteisid

ominaisfunktioita I:+ ja L. operaattoreilla.
b) Osoita, ettid

W<,

c¢) Ndhdéén helposti, ettd

At

L, =L..
Lisdksi voidaan osoittaa, ettd
[L,.L.]=2nL,.
Muodosta tulo-operaattorit I ifﬁ_r

ja péittele I:Z:nja [*n ominaisarvospektri. (8p.)

Opiskelijanumero (myds kirjain), nimi, koulutusohjelma, opintojakson koodi ja kokeen
pdivdmddrd jokaiseen suorituspaperiin.



