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2. valikoe 10.11.2003

Téytd selviisti jokaiseen vastauspaperiin kaikki otsaketiedot. Merkitse kurssikoodi-kohtaan opintojakson
numero, nimi ja onko kyseessé tentti vai vélikoe. Koulutusohjelmakoodit ovat ARK, AUT, BIO, EST,
ENE, GMA, INF, KEM, KJO, KTA, KON, MAK, MAR, PUU, RAK, TFY, TIK, TLT, TUO, YHD.

Kokeessa saa kiyttds funktiolaskinta, ei muita apuvilineiti. Koeaika on 3h.

1. (a) Olkoon f(z) = =25, kun z # 2. Miten f(2) on valittava, jotta f(z) on jatkuva
kaikilla € R?

(b) Etsi kiiyrén y*(2 — z) = 2® tangentin yht4lé pisteessd (1,1).

Ratkaisu: (a) Kun z # 2, niin

z—2 r—2 1
f(w)=:v2—-a:—-2:(a:+1)(x—2)=:c+1'

Joten limg 5 f(z) = 3}, eli valitaan f(2) = 1.

(b) Niéhdédén, ettd 12(2 — 1) — 13 = 0. Joten piste (1,1) on tilla kiyralld. Implisiittisesti
derivoimalla saadaan

2y(2)y'(2)(2 - ) — y(z)* = 32°,
Koska y(1) = 1, niin 2y(1) — 1 = 3. Josta kulmakertoimeksi (1) = 2. Tangentin yht#ls
ony—1=2(x—1),eliy=2z~-1.

2. (a) Mié4rité raja-arvo

lim (V22 + az — V22 + bz).
00
(b) Olkoon f"(a) = 10. M&iriti raja-arvo
! o
limf (a+at)—f (a+ﬁt)‘

t—0 A

Ratkaisu: (a) Olkoon f(z) = v/22 + az—+/22 + bz. Laventamalla f(x) lausekkeella /22 + az+
Vz? + bz, saadaan «

f(z)

_ +ax—2t—bz (a—b)zx
V2 +az + V22 + bz 2| (T2 + 1+2).

T

Téstd nihdésn, ettd lim, o f(z) = 52

(b) Muokataan lauseketta

flatoat) ~ f'(a+Bt) _ f'a+at) — (@) + /() ~ et fr) _
i i
Jle+a) = 10) _ flatB) - 1)

at -F Bt '




Toisen derivaatan mééritelméin nojalla

o @4 1) — 1)

h—0 h

= f"(a),

joten kysytty raja-arvo on af"(a) — 8f"(a) = 10(c — B).

3! (a) Miké on differentiaaliyhtilon 2" (t) + 42'(t) + 4z(t) = 0 yleinen ratkaisu?

(b) Etsi differentiaaliyhtalon z” (¢) +4z'(¢) + 4z(t) = ¢ ratkaisu, joka toteuttaa alkuehdot
z(0) =1 ja 2'(0) = —

Ratkaisu: (a) Karakteristinen yhtéls on 72 + 4r + 4 = 0, jonka ratkaisu on r = —2 (kak-
soisjuuri), joten homogeenisen yht#lon yleinen ratkaisu on z(t) = Ae~2 + Bte~2.

(b) Enkmsratkalsuynte on muotoa z,(t) = at + b. Derivoimalla ja sijoittamalla yht#l56n,
saadaan g = —b = 1. Ylemen ratkaisu epdhomogeeniselle yht&lslle on z(t) = z(t)+z,(t) =
Ae™® + Bte ™ + 1t — 1. Taman derivaatta: z'(t) = —2Ae™ + Be™® — 2Bte™ + 1.
Alkuehdoista seuraa: x(O) - 3=1jaz'(0) = ~2A+ B+ ; = —1. Témén yhtaloparln
ratkaisuksi A = 2 ja B = Joten o(t) = Se™% 4 e 4 1t -1

. (a) Ratkaise alkuarvotehtdvi: x'(¢) = Ax(t), x(0) = [3,1]%.

=14

(b) Ratkaise alkuarvotehtivi: x'(t) = Ax(¢) + f(¢), x(0) = [3,1]7, missi A kuten (a)-
kohdassa ja f(t) = e*[1, —1]7.

Ratkaisu: (a) Diagonalisoidaan A = V DV ~!. Ominaisarvoyhtilésts det(A—AI) = A\2—4 =
Osaadaan A; = 2 ja Ay = —2. Vastaavaviksi ominaisvektoreiksi z; = [3,1]7 jazy = [1, —1]7.

Joten on saatu _
A-—»l- 31 20 11
T41 -1f{0 -2]|1 -3’

ma_1[3 1 e 0 J[11
©TIl1 1) |o e2||1 3|

Yhtélosysteemin ratkaisuksi saadaan x(t) = e4[3,1]7 = ... = *[3,1]”.

ja talloin

(b) Kéyttamalld vakionvariointikaavaa
3 1 3e2(t~v) + e 20t-v)  ge2(t—v) _ 3e—2(t-v) 1
— ot4 2
x(t)=e (1) + 1 /0 [ 2t=v) _ o=2(t~v)  o2(t—v) 4 3.-20t—v) | © Y 1 dv.

Integroimalla saadaan 2, (t) = L2e? — Le™? ja z4(t) = 3e + le~2.




