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Téayté selviisti jokaiseen vastauspaperiin kaikki otsaketiedot. Merkitse kurssikoodi-kohtaan opintojakson
numero, nimi ja onko kyseessi tentti vai vélikoe. Koulutusohjelmakoodit ovat ARK, AUT, BIO, EST,
ENE, GMA, INF, KEM, KJO, KTA, KON, MAK, MAR, PUU, RAK, TFY, TIK, TLT, TUO, YHD.

Kokeessa saa kiyttad funktiolaskinta, ei muita apuvélineitd. Koeaika on 3h.
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b) Osoita jatkuvan funktion viliarvo-ominaisuuden eli “Bolzanon merkinvaihtolauseen”
(the intermediate value theorem) avulla, ettd yhtalslla
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on kolme erisuurta reaalista juurta.
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b) Merkit#sn p(z) = 23 — 5z + 3. Kokeilemalla 16ydetéddn pisteet

z=-3, p(-3)=-9
z=0, p0)=3
z=1, pl)=-1
=2 p2)=1

Bolzanon merkinvaihtolauseen perusteella funktiolla p(z) on nollakohta avoimilla (“piste-
vierailla”) vileilld (—3,0), (0,1) ja (1,2). Algebran peruslauseen nojalla kolmannen asteen
polynomilla ei voi olla sen enempéé nollakohtia, joskaan tété ei kysytty.
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N %( 2) a) Etsi yhtélon 2+ (-“5) = 2 kuvaaman kéyrin y = y(x) tangentin yhtdld pisteessi
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b) Mééritellddn funktio f(z) = 1—‘-;—‘5 maésrittelyjoukossa x > e. Perustele miksi f:114 on
kagnteisfunktio. Miké on tamén kisnteisfunktion méarittelyjoukko?

Vihje: Kasnteisfunktiolle ei voi kirjoittaa kaavaa ainakaan helposti.

Ratkaisu:




3
a) Tangentin kulmakerroin on yhtélén £ + (%) =2 & zy? + 28 — 2y = 0 médrittelemiin

funktion derivaatta (pisteissi joissa y(z) # 0). Implisiittiderivoinnilla saadaan
2 4 .2
y? +2xyy + 322 — 6y%y =0eliy = _T Y .
2zy — 62

Pisteessi (z,y) = (—1,—1) saadaan y/(—1) = 341 = 1. Tangentin yhtdls: y — (=1) =
1-(z — (-1)) eli sievemmin y = z.

b) Funktiolla f(z) on kiinteisfunktio, koska se on aidosti véhenevé vilillé [e, 0o). Téméa
nahdasn osoittamalla derivaatta negatiiviseksi
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koska Inz > 1 kaikilla z > e. Kasnteisfunktion méérittelyjoukko on (0, —i—]

@ a) Etsi jokin ratkaisu differentiaaliyhtélolle
o' (t) + ax(t) = £,

Vihje: Keksi sopiva yrite.
b) Ratkaise alkuarvotehtévi

y' =3y —10y=0, y(0)=3, ¢ (0)=1

Ratkaisu:

a) Polynomit voivat olla vain polynomien derivaattoja, joten ja yhtélosta z'(t) +az(t) = t?
nihdain polynomiratkaisun voivan olla vain astetta 2.

Yrite z(t) = at® + Bt + v derivoidaan '(t) = 2at + f¢, joka sijoittamalla yhtaloon z'(t) +
az(t) = 12 antaa aat® + (2o + af)t + (B + ay) = t*. Tamé toteutuu kaikilla ¢ vain jos
aa = 1, 2a + aff = 0 ja B + ay = 0. Ratkaisemalla «, 3 ja 7 saadaan yritteen kertoimiksi

a:%>ﬂ:“%ja7:g§'
b) Karakteristinen yhtlo A2—3X—10 = 0, josta saadaan 2. asteen yht#lon ratkaisukaavalla
A1 =5 ja Ay = —2. Tamén homogeenisen yhtalon yleinen ratkaisu derivaattoineen on siis

yy(t) = 016& -+ 026-215, ygz(t) - 50165t - 2026—2t.

Vaatimalla alkuehdot yy(0) = 3 ja y,(0) = 1 saadaan yht&lopari Cy +Cs = 3, 5C1 —2C; =
1, jonka ratkaisu on C; = 1 ja Cy = 2. Vaaditut alkuehdot toteuttava yksityisratkaisu on
siis y(t) = €5 + 2e~?.

e @ Etsi epdhomogeenisen differentiaaliyhtélon y” + 6y’ + 9y = 5sint yleinen ratkaisu.
Ratkaisu:

Yhtilon yleinen ratkaisu saadaan vastaavan homogeeniyhtélon y” +67'+9y = 0 yleisen rat-
kaisun x5 (t) ja epihomogeenisen yht#lén mielivaltaisen yksityisratkaisun Yp(t) summana.
Karakteristisella polynomilla on kaksinkertainen juuri A; = Ag = 3, joten homogeeniyhté-

16lle tulee kirjoittaa
yh(t) = Cle_at + CQte-St.




Yksityisratkaisua etsitdén yritteelld

Yp(t) = Asint + B cost,
y,(t) = —Bsint + Acost,
y,(t) = —Asint — B cost,
ja saadaan y, + 6y, + 9y, = (—A — 6B + 9A)sint + (—B + 6A + 9B)cost = 5sint.

Jalkimméinen yhtdsuuruus toteutuu kaikilla ¢ vain jos —4 — 6B + 94 = 84— 6B =5 ja
6A+8B=0,eli A=2/5ja B=-3/10.

Nyt voidaan kirjoittaa epihomogeenisen yhtélon yleiselle ratkaisulle lauseke
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Yy (C1, Cy;t) = Cre™ 3t + Chte ™3 + R sint — 6 cost.




