Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Tentti 8.3.2007

Kirjoita jokaiseen koepaperiin selvasti:

opintojakson nimi, koodi ja tentin paivamaara

nimesi puhuttelunimi alleviivattuna

koulutusohjelma ja oppilasnumero, my®os tarkistuskirjain

1. Oheisen jannitystilan padjannitykset tunnetaan ja ne ovat suuruusjérjestyksessa
o, =18MPa, o, =9MPa ja o, =-9MPa. Madritd suurimman pajannityksen

suuntainen yksikkovektori. Maaritda myos suurin leikkausjannitys ja sitd vastaava
normaalijannitys seka selitd milla tasoilla ne vaikuttavat. Yksikkona on MPa.
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2. Kuvan kolmion muotoinen levy deformoituu siten, ettd nurkkapisteet A, B ja C siirtyvat

pisteisiin A", B’ ja C' sekd deformaation geometriakuvaus kolmion alueella on
lineaarinen. Maarita siirtymat u(x, y) ja v(x,y), Lagrangen venymat ¢,, &, ja liukuma
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3. Mitoita oheisen puusta tehdyn palkin poikkileikkaus, jonka sallittu normaalijannitys on
12MPa. Tarkista lopuksi, ettd sallittu leikkausjannitys 1IMPa ei ylity tuen D vieressa

olevassa poikkileikkauksessa.

3,6kN
1.8kN ! 12mm
1 [<—]
Al C =
A -l.—.-—‘_ “———'?-—-—-.—.--_ “——'ﬁD = — ] h
7 7
| 08m 08m 0,8m 7
, .

4. Madrita taysplastinen momentti M | sauvalle, jonka poikkileikkaus on kuvan mukainen,

kun poikkileikkausta taivutetaan vaaka-akselin ympdri. Materiaalin otaksutaan olevan
kimmoista ideaaliplastista myotdrajan ollessa 240MPa ..
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5. Alumiinisauva, jonka halkaisija on 25mm, on tuettu kuvan mukaisesti. Tuki A estda
vaaka- ja pystyliikkeen, rullatuet B ja C estavét vaakaliikkeen ja kiertymisen piirroksen
tasossa. Maérita sallittu kuorma P, kun varmuusluku nurjahtamisen suhteen on 3,2,

E=77GPa, a=0,9m, b=12m ja c¢=0,3m. Tarkastellaan vain kuvan tasossa
tapahtuvaa nurjahdusta. l P
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Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Tentti 8.3.2007, ratkaisut
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Kuvan perusteella:
o, =11MPa, o, = 2MPa, o, =5MPa, Ty = 2MPa, T, = -10MPa, 7, =8MPa

11 2 8
= [o]=]2 2 -10
8 -10 5

Suurimman pajannityksen suuntainen yksikkdvektori:

([o]=o, [ID{n}={0} =

1l-0, 2 8 1(n,) [0 7 2 87(n) [0
2 2-0, -10 {{n =10t |2 -16 -10({n =10
8 -10 5-o,||n,| |0 8 -10 -13|(n,| |0

z z

Ratkaistaan N, ja N, kahdesta ensimmaisestd yhtalosta:
=7n,+2n,+8n, =0 -7 2 ](n, -8
= = n, =
2n, -16n, -10n, =0 2 -16]|n, 10
n) [-7 2 7T'(-8 1 16 -27(-8 1 (108 .
= n,= 2 n,=-—o n,= 1
n, 2 -16| |10 (-7)-(-16)-2°| -2 -7||10 108 |54 - n,

1
= n=n, Ny =—on,.

Sijoitetaan ne ehtoon n; +n? +nZ =1, jolloin saadaan

n=%(2i—j+2k).

Suurin leikkausjannitys ja sitd vastaava normaalijéannitys:
7 =2 _2(’"' - 18_2(_9) ~13,5MPa , o, =& +2"'" - 18+2(‘9) ~4,5MPa

Tasot muodostavat 45° kulmat p&ajannitysten vaikutustasojen kanssa.
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2.

Esitetdan lineaariset lausekkeet x' = x'(x,y) ja y' = y'(x,y) muodossa

X'=a +a,x+a,y,
y'=b +b,x+by,
jolloin kuvion perusteella saadaan

x'(0,0)=a,+a,-0+a,-0=15 a =15
x'10)=a +a,-1+a,-0=25} = {15+a,=25 =
x'(0l)=a +a,-0+a,-1=3 15+a,=3

ja

y'(0,0)=b +b,-0+b,-0=1.5 b =15

y'(2,0)=b +b,-1+b,-0=15} = {15+b, =15 = {b, =0

y'(0,2)=b, +b,-0+b,-1=3 15+b, =3
ja lausekkeiksi x"=x'(x,y) ja y' = y'(x,y) saadaan
X"=15+x+1.5y,

y'=15+1.5y.

Siirtymille saadaan
u=x"-x=15+x+15y—-x=15+1.5y,

=y'-y=15+15y-y.=15+0.5y.

Siirtymien osittaisderivaatoille saadaan
ou ou

—=0, —=15,
OX oy

N _g ¥
ox oy
Venymille saadaan

a—j 1[(5—“)2 (@ﬂ:g
oV 1 au

=0.5.

g, =—+=[(=) ( )?]=05+= (152+052) 05+= (225+025)

oy 2 oy oy
Liukumalle saadaan

= U, v U NN _ e 0,0.1.540.05=

ay ax ox oy oxoy
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3.

Tukireaktiot: 3,6kN
1,8kN
B‘ Cl
A = . — D
A A D,
| 0,8m | 0,8m . 0,8m |
- A =0

D -A-24m+18kN-16m+3,6kN-0,8m=0 = A =2,4kN
A) D,-2,4m-3,6kN-16m-18kN-0,8m=0 = D, =3kN

Taivutusmomentit pisteissd B ja C:

B C
A — ) Mg M ( === D
2,4kN | 0,8m | | 0,8m 3kN
1 I I 1

B) —2,4kN-0,8m+M, =0 ©) 3kN-08m-M, =0
= M, =1,92kNm = M, =2,4kNm

= M, =M. =2,4kNm

max

Jayhyysmomentti ja taivutusvastus: 12mm
<=l
bh® 12mm-h° | =
| =—="———=1Imm-h*, W =——=2mm-h?
12 12 h/2 — _Ih

Suurin normaalijannitys:

M, 2,4kNm 1,2.10°

O-max — max — > — : N
w 2mm-h h
Ehto:
6 6
G =y = 12 120 N _12 N2 —he 1,2-10 mm? = 316, 2mm
h mm —_

Leikkausvoima tuella D:

Q. =-D, =-3kN
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Leikkausjannityksen tarkistus tuella D:

2 2 _2.103
Smax:S(O):bh.h:m’rmaX:Qsmax :sth /I8 _3Q_3 3-10°N __0.791MPa
24 8 Ib bh*/12-b 2bh 212mm-316,2mm

| 7ax 1< T =1MPa, OK.
4,
| 100 mm |
' ' Neutraaliakselin (NA) paikka sijoittuu siten, etta
20mm A Al = Ayiz - Koko poikkileikkauksen pinta-ala on
- — e =
NA 20
T 2z~ UMM A (100-20+80-20+60-20)mm? = 4800 mm?
80
o 20 mm = Aya = Ay =2400 mm? joten e =20 mm.
20mm A4 y
B 60 mm
l<—|
Tdaysplastinen momentti:
M 0= O'pr ,

missa plastinen taivutusvastus on
Wp =Sgiat | Syléi |
missa staattiset momentit ovat:

Sala = (60-20-70+20-60-30)mm? =120000 mm?,
| Syia | = (100-20-30+ 20 20-10)mm® = 64000 mm®,

joten W, = (120000 + 64000)mm? =184000 mm? ja taysplastiselle momentille saadaan

) =240 184000 mm® = 44.16 kNm .
mm

M
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Jayhyysmomentti: | =%7rr“ :%7z(25mm/2)4 =19175mm*

Vili AB:

Nurjahduspituus: |, =0,7a=0,7-900mm=630mm

7?El 7 -77KN/mm?-19175mm"*

Kriittinen kuorma: P/® ==——— = > =36,72kN
I (630mm) E—
Vili BC:
Nurjahduspituus: |, =b/2=1200mm/2 = 600mm
2 2 2 4
Kriittinen kuorma: P2¢ =~ EI _ 7 T7kN/mm 192175mm = 40,48KkN
I (600mm) —
Vili CD:
Nurjahduspituus: |, = 2¢ =2-300mm = 600mm
2 2 2 4
Kriittinen kuorma: PS° =2 El_ 7~ 77kN/mm”-19175mm” _ 40, 48kN

12 (600mm)>

Koko sauvan kriittinen kuorma on ndisté pienin:
P, = P2® =36,72kN
Sallittu kuorma:

i:n = Pan:i
n

S

~36,72kN

=11,5kN
3,2

sall
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Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Tentti 10.01.2008

Kirjoita jokaiseen koepaperiin selvésti:

opintojakson nimi, koodi ja tentin paivamaara

nimesi puhuttelunimi alleviivattuna

koulutusohjelma ja oppilasnumero, myds tarkistuskirjain

1.

QD
|[«—>|<—>]

QD

Tarkasteltavan pisteen P jénnitystila X, y, z -koordinaatistossa on esitetty oheisen kuvion
avulla.

Madritd jannityskomponentit ja jannitysmatriisi sekd jannitysvektori (traktio),
normaalijénnitys, normaalijannitysvektori, leikkausjannitysvektori seka
leikkausjannityksen  suuruus  pisteen P kautta kulkevalla tasolla, jonka
yksikkdnormaalivektori on

2. 2.1
n=—i+—J+=-k.

3 33
Yksikot ovat MPa.

Oheinen suorakaiteen muotoinen levy on tasojannitystilassa. Se on vasemmasta paastaan
kiinnitetty jadykkdan tukeen ja sen oikeassa pé&assé vaikuttaa kuorma, jonka resultantti on
F. Sen siirtymékentta on

u(x, ) :F;b[(zw)y(az—yZ)—s(ZLx—x2>y],

F
VoY) =

missd E on levyn kimmomoduuli ja v on sen Poissonin vakio. Maéritd levyn venyma-
ja jannityskomponentit.

[3v(L—-X)y* +3Lx* - x* + (4 +5v)a’x],

b
., o
L e e e e  —  ——  — — — — P X, u X z
,/' F
L |
|
y

Y,V
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2k 1k
l * A 20mm

Madritd hitsisauman (keskimaardinen) leikkausjannitys seka poikkileikkauksen
leikkausjannityksen r, itseisarvoltaan suurin arvo oheisen palkin kohdassa A-A. Vinot

pinnat, joilla hitsisauman keskimaardainen leikkausjannitys lasketaan, on esitetty
katkoviivalla kuvan (c) leikkauksessa. Uuman ja laipan vélille oletetaan rako. Hitsin
vaikutusta poikkileikkaussuureisiin ei huomioida.

(b (c

k4

4.

5.

v
| 7 A ya N /R
I g 100mm‘ ’ ‘

S e
20mm

Johda lahtien palkin taipuma differentiaaliyhtélosta oheisen palkin taivutusmomentille
oheinen lauseke.
o

RERRERR

21 1 L
M =g (S X - < x—— 52
C BE= q0(384 > 5 )

Al

X

L/2 | L/2 |

T&

Alumiinipilari on alapaéstadn jaykasti Kiinnitetty ja se on tuettu ylapééastaan vaijereilla
siten, ettd paén liike z-akselin suunnassa on estetty. Maaritd suurin mahdollinen kuorma
P, joka voidaan sallia, kun varmuusluku nurjahduksen suhteen on 3,0. Huomioi
nurjahdus sekd x,y— ettd x,z—tasossa. Tarkista lopuksi, ettd pilari ei myotaa kriittisen

kuorman alaisena. Kéytd seuraavia arvoja: E=70GPa, o,=215MPa,
A=7,5-10°m?, l, =23,2-10°m* ja |, =61,3-10°m".
P lP
z 0 5
ye—T@n & @ . ‘-
kS i 4
i
| a-
|
|
a a L=5m a : a X 7
N R O
|
|
|
| y
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Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Tentti 10.01.2008, ratkaisut

1.

Jannityskomponentit:
o, =1, o, =5, 0, =4,
7,=07,=0 7,=-2
Jannitysmatriisi:

7 0 -2
[c]=| 0 5 O

-2 0 4

Jannitysvektori:
7 0 -2|[2/3 4

0" =[c{n}=| 0 5 0 [{2/3\=J10/3!.
2 0 4||u3 0

.10,
t™ = (4i + —
( 31)

Normaalijénnitys

2 2 10 44
=net” =(Zi+Zj+= k 4|+— S b
o, ( J )( ) 2433
Normaaluanmtysvektorl:
44 2. 2. 1 44 . .
®M_cn=—"(3Z=i+=j+=-k)=— (2i+2j+k
¢ =0, 9(3 313)27( J+k)

Leikkausjannitysvektori:

. 10. 44 _. . 2 ..
M=t g™ =4j+=j——(2i+2j+K) =—(10i + j— 22k
T c 3] 27( j+k) 27( j )

Leikkausjannityksen suuruus:

/t(n \/42 10 ( ) _\/@:2\/7

tai

™ =™ |= 2 [10i + j— 22K |= i\/102 +12 4222 =2
27 27
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2.

Venymakomponentit:

o= 4EF3b[3(2L—2x)y]: LX)y,

£y = o= V(LY =5 L0y,

yxy—%“ @) - y) 22 )Y -3k )]
= 4EZ3b[_3vy2 +6Lx—3x* + (4+5v)a’]
- E -y

Jannitysten ja muodonmuutosten véliset yhteydet:
0 0

B ~ _ 1 —~ _z‘xy
&y —E(O'X —VGy —VUZ), Sy —E(O'y —VOo,—VOo ) }/Xy =—

G
o,—vo,=Eeg,
j—l
o,—vo, =Ee |v

o,—vo, =Eg, |v
- E
o,-vo, =Eg,

= (1-v*)o, =E(e, tve)) = o, = E 5 (e, +ve,)
-v

= (1—1/2)0'y =E(¢g, +ve,) = o, =$(sy +ve,)

= T, = G}/xy

Jénnityskomponentit:

E _ 3F 3Fy 3

=——[-——F(L-X)y+v——m—(L-X)y]=-
v T Gt V2Ea3b( W]

E  3Fy

= [——(L-X)y- -x)y]=0

% =157 e E YV om 3b( W=
E 3F

~G 1 P @2oy?

=87y =5 2 Y )= - y)
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3.

Leikkausvoima;

100mm a= 5mm
2kN 1kN v < >
A 20mm” v
PR S
BE
Y 100mm
A'Q
Q+1kN+2kN =0 = Q =—3kN omm
Pintakeskio:
100mm
o A =100-20 =2000m?, A, =20-100 = 2000mm?®
20mm” [_e [Ty z )
cla c 7 A=A + A, =4000mm
100mm 2 y, =10mm, y, = 20mm +%-100mm =70mm
h4 o e yc — Aiyl ';\Azyz — 40mm
20mm
Jayhyysmomentti 1, :
~100-20° 20-100°

+2000-70° =11,73-10°mm*

L=, +Ay +1,+AY. = o +2000-10% +
Jayhyysmomentti | =1, :

=1 +Ay, = I =1, =1,-Ay?=11,73-10° - 4000 - 40* = 5,33-10°mm*

Hitsisauman alapuoleisen osan staattinen momentti:

, S, = A, -y, = 2000-30 = 60000mm’®

5 | y, =30mm

Leikkausvuo ja hitsin leikkausjannitys:

—_— . 3 . 3 _
QsS, _ —3-10°N -60000mm — 33, 77N/mm, f:mz—&%MPa

I 5,33-10°mm* 2-5mm

q:

z-akselin alapuoleisen osan staattinen momentti:
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I | S(0) = 20-80- 40 = 64000mm°

Leikkausjannitys:

QS(0)  —3-10°N-64000mm°
Ib 5,33-10°mm* - 20mm
=1,80MPa

Txy (O) =

= |7y

=-1,80MPa

max
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Jo
N T T
% c 5
7 X
L/2 | L/2

Differentiaaliyhtalon ratkaisu:

VORI TPV RV | R +C,
El 2 El 2
SV SN +Cx+C,
2ElI
= v’:q—°<x—£>3‘+&x2+C2x+C3
6EI 2
=% x—£>“+&x3+&x2+ch+c4
24El 2 2
Reunaehdot:
v(0)=C, =0
M (0) = —~EN"(0)=-EIC, =0 = C, =0
L/2
L4
v(L)zi< Lo +&L3+&L2+C3L+C4=O = &L3+C3L—— %
24El 2 6 2 384El
L/2
' Jo L .G > C > QoL
L)=v'(L) = <L-—a>+—L"+C,L+C, =0 = —L"+C,=-
o=V =g 2 2 2= 2 3~ T 4gEl
L_ZC +C = oL
6 1 3 384E| N L_2C _L_2 __ qOL3 N qOL3 :_7q0|_3
12 q,L° 2 ' 6 ' 48El 384El  384El
—C, +C, =~
2 48El
21q,L L2 2 * 21g,L* 5q,L°
~ C -- 0o , (ng_qo s 1:_qo L 22%L 5% )
384El 48ElI 2 48El 768El  768El

Taivutusmomentti:

% L

2

M=-EIV' =

<x-—>* —EIC,x—EIC, =y (=
2 1 2 q0(384

Lx— << x—£>2)
2 2

21
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5.

Nurjahdus x, y —tasossa:
P

L=5m
I, =2L=10m
P #°El, _x*-70-10°kPa-61,3-10 °m* _ 423 5kN
' 12 (10m)?

|, =0,70-L=3,5m

2
v 7°El 2.70.108 ) .10 % m?
RY = - y_ 7@ 70-10° kPa 23,2 107" m _ 1308KN
I (3,5m)

Kriittinen kuorma:

R =min{R}Y, Ry} = 423,5kN
Sallittu kuorma:

P« 423,5kN
n 30
Normaalijannitys:

o= Be _ _A285KN __ —56500kPa = -56,5MPa> - 230MPa = —o,,, OK

A 7510°m?

Py = =141, 2kN
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Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Tentti 11.1.2007

Kirjoita jokaiseen koepaperiin selvésti:

opintojakson nimi, koodi ja tentin paivamaara

nimesi puhuttelunimi alleviivattuna

koulutusohjelma ja oppilasnumero, myds tarkistuskirjain

1. Tarkasteltavan pisteen P jénnitystila X, y, z -koordinaatistossa on esitetty oheisen kuvion
avulla

Yksikot ovat MPa. Madritd (a) jannitysinvariantit, (b) p&&jannitykset ja (c) suurin
leikkausjannitys pisteessa P.

2. Maakerrosten painuma-analyysin yhteydessé kéytetd&dn ns. 6dometrikoetta (vrt. kuva).
Siiné sylinterimdisessé rasiassa olevaa ndytetta kuormitetaan sylinterin akselin (z-akseli)
suunnassa. Nayte deformoituu siten, ettd pelkastddn z-akselin suuntainen liike on
mahdollinen. Likitarkastelussa rasian ja ndytteen vélinen kitka sek& ndytteen oma paino
voidaan jattd4&d huomiotta. Nadytteen siirtyméatila on siiss u=v=0, w=w(z).
Odometrikokeen muodonmuutostilaan liittyen maaritell&&n ns.
kokoonpuristuvuuskerroin - m, ja lepopainekerroin K, lausekkeilla &, =m,o, ja

o, =0,=K,o,, missd &, on naytteen suhteellinen tilavuuden muutos ja muut merkinnat

ovat tavanomaiset. Otaksutaan, ettd maandyte on isotrooppista ja lineaarisesti kimmoista
materiaalia. Lausu kokoonpuristuvuuskerroin ja lepopainekerroin kimmomoduulin E ja
Poissonin vakion v avulla.

z

.

S
iaoanoanany
<>
=

- -

3. Oheisella ulokepalkilla on T:n muotoinen poikkileikkaus ja sen symmetriatasossa
vaikuttaa pystysuora pistekuorma. Maéritd (a) palkin itseisarvoltaan suurin
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normaalijannitys  poikkileikkausksessa ~A-A seka (b) itseisarvoltaan  suurin
leikkausjannitys.
96mm
6kN 300mm [ A I l
1 —_—
| | $12mm
I
| 48mm
, 400mm 'A ,ﬁ
| | —_—
Il
12mm

4. Oheista tasajaykkaa paistaan jaykasti kiinnitettya palkkia, jonka taivutusjaykkyys on El ,
kuormittaa kolmiokuorma q(x), jonka intensiteetti palkin oikeassa padssd B on q,.
Madritd palkin taipuman ja taivutusmomentin lausekkeet ratkaisemalla taipuman

differentiaaliyhtalo.

X
q(x) = qor

%
o

AN

5. Alumiinisen pilarin kimmomoduuli ja pituus ovat E =70GPa ja L =500mm. Sen
poikkipinta on suorakaide, jonka sivujen pituudet ovat a =15mm ja b =35mm. Pilari on
paéstd B jaykasti kiinnitetty ja sitd kuormittaa keskeinen kuorma P pdadssa A. Kaksi
kiinteatd siledd pyoredreunaista levya estdd paan A liikkeen toisessa pystysuorassa
symmetriatasossa ja sallii sen liikkeen toisessa. Kuinka suuri puristusvoima P pilariin
voidaan sallia, jos varmuusluku nurjahduksen suhteen on 2,5.

P P
% A ALA
- — y e —> 7
i
l< bﬁ|
| |
L al z
|2 b
y
B B
i i
X X
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Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Tentti 11.1.2007, ratkaisut

Jannitysmatriisi:

Ox Txy

[O-]: Tyx Oy

Tzx  Tzy

1.
z
2
5
/)
4'1 o
M
5 1 /I_%y
X
Ratkaisu:
@
l,=5+1+2=8,
5 1 -5 [2 4
I, = + + =5-1+2-25+10-16=-25
1 -5 2| |14 5 -
5 1 4
l,=|1 1 -5/=10-20-20-(125+2+16)=-173
4 -5 2
(b)

o°—-80°-250+173=0
a=-8 b=-25 ¢=173

3(-25)-(-8)° _ 139

= _—, R
Q 9 9 54
D = Q®+R? =—2514,05 <0, OK
¢ = arccos —1847/54 _ 124,30°

J(139/9)°

o, =2, /% cos(%-124, 30°) —_?8 =8,5594MPa

c,=2 /% cos(%.124, 30° +120°) —_?8 = —4,7841MPa

o, =2 /% cos(% 124,30° + 240°) —_?8 — 4,2247MPa
(c)
= 2209 2_4’ 7831 _ 6 6718MPa
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2.

Muodonmuutoksille ¢, ja &, saadaan

a 2
exza—u=0, & =Q=O
oX ooy

o,=v(o,+0,) =V(1L+1)O'Z=—

Vertaamalla madrittelyyn o, = o, = K o, ndhdaan, etta

0 0
I
& =&+, te, =¢,

Hooken laista seuraa

1 1 1
g, =E(O'Z —-vo,—vo,) =E(1—21/K0)0Z :E(l_

Vertaamalla maarittelyyn &, = ¢, = m,o, ndhdaan,etta

11-v-2v?
m==-—"———
E 1-v

Rakenteiden lujuuoppi, tentti
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1-v

)o, =

1
E

o, —Vo, =Vo,

2 2
-vio, tvo, =vio,

1-v—2v?

GZ
1-v



3.

Leikkausvoima ja taivursmomentti:

6kN
I Q+6kN=0 = Q=-6kN
1 M A M +6kN-03m=0
=M =-1,8kNm
| 0,3m AQ
Pintakeskio:
96mm
I : A =96-12=1152mm’, A, =48-12=576mm’
12mm § [0 o] 1. ; A=A + A, =1728mm’
y
48mm‘[ ? v ’ y, =6mm, y, =12mm +%~ 48mm = 36mm
Y yc: Aly1+A2y2 :16mm
lof A
12mm
Jayhyysmomentti 1, :
3 3
=1, +Ay+l,+Ay, = 96 127 1150.62+ 1298 576.367 — 912384mm*
Jayhyysmomentti | =1, :
I, =1,+Ay, = I=1,=1,—Ay, =912384-1728-16° = 470016mm*
Maksimi normaalijannitys:
6
L _w (~16mm) = 6,3MPa
! 470016mm’ — |0}, =168,5MPa
O-ala =7 M yala = _1,810—Nm:n 44mm = —168,5MP8_
I 470016mm E—

Maksimi leikkausjannitys:

| G | {16m ,  S§=12.44.22=11616mm’
izzm QS _ -6-10°N-11616mm’
Vi =-12,4MPa
: 44m %O == Z700t6mm 12mm ~ —24MPa
v = |7, |nw=12,4MPa
| —
12m
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a(x) = qo o

SRS

Differentiaaliyhtalon ratkaisu:

v :q_OX — \/"'=&XZ+C1 = V":ixg-i-clx-i-c2
EIL 2EIL 6EIL

V=t x“+&x2+02x+c3 = v=ix5+&x3+&xz+CSX+C
24EIL 2 120EIL 6

Reunaehdot:

v(0)=C, =0,
¢(0)=v'(0)=C, =0,

v)=—3 5. Gps, 2 L2+C,L+C, =0,

120EIL 6
C
=—20 [+ 1°4+C,L+C, =0,
w(L)= MHL 2 2=
L Oy 2
=G, +C,=——h_y:
3 60E| — Lcl_hclz_ qo 2 qO LZ = LCJ_: qO
L G e 271 3 24E1 " 6OEI 6 40E|
—C,+C,=—— |
24El
2 2
- C1=—3q0L, C2=— do 2_£ (__ 3)q0|_ 1 qOL
20El 24El 2 24 40" ElI 30 El
Taipuma:
2
— By, Gye, Gy +C,x+C, = Do Gt o, LGl

120EIL 6 2 120EIL 40El 60 El

GL' 1 Xis  arXya, o X
= 120E] [( ) 3( ) +2( )]

Taivutusmomentti:

M =—Elv =% ¢ _Eicx—EIC, =~ Jo e 3hb, 12
6L 6 20 30

q,L* X X
= 0= [L10(2)* +9- -2
60 [ (L) 3 1
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— y [ —> 7
A.
l< bﬁl
| |
L al
a h o
—>| [«
y
B B
- v
Z i
X X
Nurjahdus X, y —tasossa:
I, =0,7L
2 2 3 2 2 3
2 _ Vs 2EI __n'Ea b - 7% - TOKN/mm (15mm)2 35mm ~55,52kN
I 12-(0,7-L) 12-(0,7-500mm) E—
Nurjahdus x, z —tasossa:
l,=2L
2 2 3 2 2 3
2 _ V4 !EI _z Eab - 77 - 7T0kN/mm* -15mm 2(35mm) ~37,03kN
( 12-(2-L) 12-(2-500mm) E—

Sauvan kriittinen kuorma:

P, =37,03kN

Sauvan suurin kuorma:

P = & = —37’ 03kN =14,8kN
n 2,5
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Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Tentti 14.5.2007

Kirjoita jokaiseen koepaperiin selvasti:

opintojakson nimi, koodi ja tentin paivamaara

nimesi puhuttelunimi alleviivattuna

koulutusohjelma ja oppilasnumero, my®os tarkistuskirjain

1. Tarkasteltavan pisteen P jannitystila x,y, z -koordinaatistossa on esitetty oheisen kuvion
avulla

Yksikot ovat MPa. (a) Maarita jannitysvektori (traktio) t™, normaalijénnitys o,
normaalijannitysvektori o', leikkausjannitysvektori T ja leikkausjannityksen suuruus
™ tasolla, jonka yksikkonormaalivektori on

n=(i+2j+2k)/3.

2. Kappaleen siirtymékenttd on annettu lausekkeilla u=kxy, v=kxy ja w=2k(x+y)z,
missa vakio k(> 0) on niin pieni, ettd infinitesimaalisten venymien teoria on voimassa.

(@) Madrita infinitesimaaliset muodonmuutoskomponentit funktioina koordinaateista
X,y jaz ja muodosta muodonmuutosmatriisi. (b) Madrita pisteessd (1,1,0) padavenymat,

suurimman padvenyman suuntainen yksikkovektori ja suurin liukuma.

3. Oheinen palkki on muodostettu hitsaamalla kolmesta levystd. Méaéritd pienin laipan
leveys b jota voidaan kayttda , kun o, =150MPa. Hitsin vaikutus poikkileikkauksen

jadyhyysmomenttiin voidaan jattdd huomiotta.

150kN 2 5| 4 25mm
Bl
Al \C somm BT |475mm
%/2 %
TZSmm
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4. Maéarita oheisen tasajaykén palkin tukireaktiot sen tuilla A ja B seké taivutusmomentit
pisteissa B, C ja D kayttden superpositioperiaatetta.

Py

5. Puristussauva on ylapéastaan kiinnitetty siten, ettd se ei paése siirtymdin vaakatasossa,
mutta on vapaa kiertymaan. Alapé&éstaéan se on jaykasti kiinnitetty. Sauvan tehokas pituus
on 3m ja se on tehty hitsaamalla yhteen kaksi 75x50x6 L-profiilia kuvan mukaisesti.
Madritad sauvalle sallittu keskeinen puristava kuorma, kun varmuusluku nurjahduksen
suhteen on 3 ja sauvan kimmomoduuli on E =200GPa .

50mm 50mm

75mm
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Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Tentti 14.5.2007, ratkaisut

1.
z
Jannitysmatriisi:
2
5
474 Oy Ty Tx 5 1
4 L i [a]z Tyw Oy Ty |=|1 1 -
J—" 4 -5
5 1 /l_%y Tix Tzy O
X
Ny 1 1
Tason yksikkonormaalivektori: {nf=1n, =312
n, 2
1 41(1/3 5

Jannitysvektori: {t{™ =[o]n}=|1 1 -51{2/3}=1-7/3}.
-5 21|2/3 -2/3

5
Normaalijannitys: o, = {n}’ {t}(”)z{l 2 Z} ~-713 __ L

3 -2/3

w

Normaalijannitysvektori: ¢ =&, n = —% (i+2j+2K).
Leikkausjannitysvektori:
1.. 7 2. 2 2 1, . i
T =t 6™ =5+ D)i+(-=+2)j+ (—=+=)k = =(46i —19j — 4K).
(9)(39)1(39) 9( j—4k)

Leikkausjannityksen suuruus:

0 _ ‘,(n)

=yr™.zM = %\/462 +(-19)% + (—4)? ~5,5477 MPa

Rakenteiden lujuuoppi, tentti
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2.

(a) Muodonmuutoskomponentit:

gx:a—u:ky, gy:@:kx, 52:@:2k(x+y),
OX oy 0z
7/Xy=a—u+ﬂzk(x+y), }/yzzﬂ-f—@:Zkz. yZX=@+a—u=2kz
oy OX oz oy ox 0z
Muodonmuutosmatriisi:
Ty V| | k ]
&y ) ) ky E(X+ y) kz
}/xy 7/yz k
] > &5 2( y)
Yo Vv kz kz 2k(x+Y)
= = ¢
2 2 1L J
(b) Paavenymét pisteessa (1,1,0):
'k k 0
[e]=|k k O
10 0 4k
k—¢ Kk 0

detf k k—e 0 [=0 = (k—¢&)’(4k—¢)-Kk’(4k—-£)=0
0 0 4dk-¢

= (dk-¢g)e(e-2k)=0 = ¢ =4k, &, =0, g, =2k

= ¢ =4k, ¢, =2k, ¢, =0

Suurimman paavenyman &, =4k suuntainen yksikkoévektori:

£ — & }/ny %
n, 0 k — 4k k 0
7/xy }/yz
) &8 n =40 = k k —4k 0
) n| |0 0 0 4k-4k
7zx yz gz_gl
-3k k 0]|n 0
' % 0 X 0 -3n,+n,=0 n =0
- - YT n.—3n,=0 = n, =0
0 0 Ofln 0
2

2 2 2 _ — — —
nc+n,+n, =1 = 2n;=1 = n,=1 = n,=0,n,=0,n,=1
= n=Kk
Suurin liukuma:

Vmax = €1 ~ €y :4k_0=4=k
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3.

Tukireaktiot:

150kN
A Bl C
| |
A I
A, B,

- A =0

ED — A, -16m+150kN-10m=0 = A, =3T:5kN=93,75kN

Taivutusmomentti:

M,=M.=0
A B
' 1)“43 A§ M, —93,75kN-6m =0 = M, =562,5kNm
193, 75kNm
I 6m |
M - kuvio:
A B C
Suurin taivutusmomentti:
+
M__ =M, =562,5kNm
562, 5kNm

Jayhyysmometti ja taivutusvastus:

|<L>| y25mm
sommUs  475mm
T25mm
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3 _ ) 3
| =D (0'f§5m) (b 0’02m1)2(0’475m) —0,0031276m° -b +0,0001786m*.

|
0,525m/2

=0,011912m* -b — 0,00068038m".

Suurin normaalijannitys:

My 562, 5kNm
mex W 0,011912m?* -b — 0,00068038m*
Ehto:
Orax = Ol 5362,5kNm + =150MPa
0,011912m° -b —0,00068038m
— 0,011912m° -b— 0,00068038m"* = 02 okNM__
150-10°kN/m
b= ;3(0,00375+ 0, 00068038m4) =0,23171m =~ 232mm
0,011912m —
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4.
Kéytetddn superpositioperiaatetta ja taulukon 8.1 kohtaa 7.

Tukireaktiovoimat:

2 2
A:A°+AD=P (2L2/3) (2+L/3)+P (L£3) (2+2L/3):gp
2L L 2L L 3
B=B°+BD=P'L/3[3—(L/3)2]+P'ZL/3[3—(2L/3)2]=£P
2L L 2L L 3
N 2 4
Tarkistus: T A+ B—2P=§P+§P—2P=O, OK.
Taivutusmomentti My :
MB=M§+MBD=P'L/3'2L/3(2L/3—2)+P'ZL/3'L/3(L/3—2)=—1PL
2L L 2L L 3
Taivutusmomentit M. ja M,:
Taulukon taivutusmomentin lausekkeesta saadaan:
L L L b? L
=M(-)=A—-F< ——a>—F—2+— <—-a>
c ( ) 3 3 [ ( ) 3 ]
2L 2L b? 2L
_|v|— A—-F< ——a>—F—2 -<"—-a>
(=)= 3 3 [ (2+ ) 3 ]
Soveltamalla naita lausekkeita saadaan:
2L/3) 1 (L/3) 2 7 14 2
M.=MS+MQ = LD o Ly gpep 2+2)-0)]=P———+P——=2PL
c [ ( 3) ]+ Pl———(2+ ) )= 933 7933 9
2L/3)? 1 2L L L/3)? 1
Mo =ME+m2 =P 2 - - prE L+ D) -0p= 2P
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5.

A =100-6 = 600mm’ !

A, =69-12 =828mm?* |
A=A + A, =1428mm?
y, =3mm

Y, =6—29+6=40,5mm

1‘6mm

69mm

Pintakeskio: —-

_AVi+Ay, 600-3+828-405 ,, .,
A 1428

Ye

Jayhyysmomentit:

12mm

2 2
Iz = |71+A1y1 + |22+A2y2

~100-6° 12.69°

+600-3%+ +828-40,5°

=1,693836-10°mm*
|, =1, — Ay? =1,693836-10° —1428 24, 742
=8,1980-10° mm*
6-100° 69.12°
y2 = +
12 12
=5,099-10°mm*

y y yl

+1

Pienin (p&é&-)jayhyysmomentti:

l o =15 =5,099-10°mm*
Nurjahduspituus:

|, =0,70-3=2,1m=2,1.10°mm

Kriittinen kuorma:

b 7°El,,  7?-200-10°N/mm?-5,099-10° mm*
¥ |12 (2,1-10°mm)?

Sallittu kuorma

P,  228,2kN

Py=—Y= =76,1kN
n 3

S

Rakenteiden lujuuoppi,
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Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Tentti 17.12.2007

Kirjoita jokaiseen koepaperiin selvésti:

opintojakson nimi, koodi ja tentin paivamaara

nimesi puhuttelunimi alleviivattuna

koulutusohjelma ja oppilasnumero, myds tarkistuskirjain

1. Tarkasteltavan pisteen P jénnitystila X, y, z -koordinaatistossa on esitetty oheisen kuvion
avulla. Maéritd padjannitykset, suurin leikkausjannitys ja sen pinnan normaalijannitys,

jolla suurin leikkausjénnitys vaikuttaa. Yksikot ovat MPa.

d

2. Kuvan kolmion muotoinen levy deformoituu siten, ettd nurkkapisteet A, B ja C siirtyvat
pisteisiin A", B’ ja C' seké deformaation geometriakuvaus x' = x'(x,y) ja y'=y'(X,y)
kolmion alueella on lineaarinen. Méarita siirtymat u(x,y) ja v(x,y) sekd Lagrangen

venymat ¢&,, &, jaliukuma y,

2%
(33),7C
// /
/
7]
AL _ _o/ B’
c {09 (15,15) (25,1.5)
Al B X, X'
0,00 (L0)

3. Madritd oheisen palkin suurin ja pienin normaalijannitys pisteessa B sijaitsevassa

poikkileikkauksessa.

1kN/m | TKN
TREEREERE C
A J— 2kN
Z i

| 1,5m | 1,5m |
| |

Rakenteiden lujuuoppi, tentti
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4. Palkki muodostuu kahdesta lankusta, jotka on kiinnitetty toisiinsa nauloilla. Palkin
poikkileikkauksessa vaikuttaa 6kN suuruinen leikkausvoima. Madritd tarvittava
naulavali, kun sallittu naulaan kohdistuva leikkausvoima on 2,5kN

6cm
| |
| |

| 1[ | _Tb_lcm

6cm

1cm
[

5. Alumiinisauvan AB poikkileikkaus on 20mm x 36mm suorakaide ja se on tuettu tapeilla
ja korvakkeilla kuvan mukaisesti. Sauvan kumpikin paé voi kiertya vapaasti tapin lapi
kulkevan vaakasuoran akselin ympdri, mutta korvakkeet estdvd péiden Kiertymisen
pystysuoran akselin ympari. Méaérita sallittu keskeinen kuorma P, kun varmuusluku
nurjahduksen suhteen on 2,5 ja E = 70GPa.

Sivulta:

[ 2m

| 2m |
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Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Tentti 17.12.2007, ratkaisut

éy

Kuvan perusteella:
o, =1MPa, o, =2MPa, o, =-1MPa, 7, =0, 7, =2MPa, 7, =0

100
= [o]=|0 2 2
0 2 -1
Jannitysinvariantit:
l,=1+2-1=2,
10 2 211 0
l, = =2-2-4-1=-5
0 20 2 -1 |0 - =
10 0
2 2
,=10 2 2 :1-2 =-2-4=-6
0 2 -
Yhtalo:
o’ —lo*+l,o0-1,=0 & ¢°-20°-50+6=0
Ratkaisu:
Q:3|2—I12:3-(—5)—22:_§
9 9 9
_2lf’+27|3—9I1I2_2.23+27'(—6)—9~2~(—5)__@
54 54 27
19, 28,,
D=Q*+R*=(-— ~-8,33<0,
Q ( 9) +(- 27)
_28
@ = arccos—— —arccosizloamo
VR By
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1 | 19 109,76° 2
=2./-Q cos(=p) + =+ = 2,[— cos — +—~3MPa,
o Q (3(0) 3 9 3 3

o, =2,-Q COS(%(D +120°) +|§1 ~ —2MPa,

o, =2,-Q cos(%q) + 240°) +I—§ ~ 1MPa.

Padjannitykset:
o, =3MPa, o, =1MPa, o, = -2MPa.

Suurin leikkausjannitys ja vastaava normaalijannitys:
o —oy _3-(=2) _0 oy 3+(=2)

Toox = = =2,5MPa, o, = =0,5MPa,
2 2 —_— 2 2
Padjannitykset saadaan tassé tapauksessa helpommin seuraavasti:
1-c O 0
2—-0 2
det((o]-o[I])=0 & | 0 2-0 2 =0 = (1-0) 5 ! =0
0 2 -l-o “

= (1-0)[2-0)(-1-0)-4]=0 = (1-0)(c°-0c-6)=0

= o, =%i‘/%+6, 0,=1= 0,=30,=-2, 0,=1
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Al 3 X, X'
(0,0) ,0)
Esitetadn lineaariset lausekkeet x' = x'(x,y) ja y' = y'(x,y) muodossa
X'=a +a,x+a,y,
y'=b +b,x+by,
jolloin kuvion perusteella saadaan

x'(0,0)=a,+a,-0+a,-0=15 a =15 a =15
x'1,0)=a +a,-1+a,-0=25} = {15+a,=25 = ja, =1
x'(0,])=a,+a,-0+a,-1=3 15+a, =3 a, =15
ja

y'(0,0)=b,+b,-0+b,-0=1.5 b =15 b =15
y'L0)=b +b,-1+b,-0=15 } = 41.5+b,=15 = <b,=0
y'(0,1)=b,+b,-0+b,-1=3 15+b, =3 b,=15
ja lausekkeiksi x"=x'(x,y) ja y' = y'(x,y) saadaan
X'=15+x+1.5y,

y'=1.5+1.5y.

Siirtymille saadaan
u=x"-x=15+x+15y—-x=15+1.5y,

v=y' —-y=15+15y-y.=15+0.5y.

Siirtymien osittaisderivaatoille saadaan
ou ou ov ov

_:O’ —:15, —20, —:05
OX oy OX oy
Venymille saadaan
ou 1_.o0u 2 ov 2
&= 2l TG
_ov 1. 0u

&, =—+=[(—)" + (@)2] =05+ 1(1.52 +0.5%)=0.5+ 1(2.25+ 0.25)=1.75
Yooy 270y oy 2 2 -
Liukumalle saadaan

M N UM NN g 5,0401.5+0-05=15

P Z oy Tox ox ay | ox oy =
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3.

Tukireaktiot:

1kN/m | 1kN
PN
AX_>A v B .
Al 15kN TCy

!9,75m\!,0,75m\l 1,5m |

— A +2kN=0 = A =-2kN
(5 — A -3m+15kN-225m +1kN-15m =0 = A =1625kN
AD C,-3m-15kN-0,75m-1kN-15m=0 = C, =0,875kN

Taivutusmomentti ja normaalivoima:

1kN/m | 1KN

Al YvM
-— ‘19'>N
2kN T 1] B‘

1,625kN 1.5kN
!,0,75WL!,0,75m\|

— N-2kN=0 = N =2kN
ED M —1,625kN-1,5m+1,5kN-0,75m =0 = M =1,3125kNm

Pinta-ala, jdyhyysmomentti ja taivutusvastus:

100mm
A=bh=0,1Im-0,2m = 0,02m?, l<—>|
3 3 N
p - Bh” _0m-(0.2m)” _ o 67 105 me,
12 12 200mm
-5 4
_ | :6,6710 m =6,67'1074m3.
h/2 0,Im -

Reunajénnitykset:

i _N_M__2N - 1’3125'me3 = (100—1969)k—'\2| ~-1,87MPa=c,,
A W 002m? 6,67-10*m m

- EJFM = (100+19(¢‘,9)k_'\2l =~ 2,07TMPa=0o,,
A W m

O-ala
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| 60mm [

| I

| 1 | ¢10mm

Ye
—_ 0(‘
Jayhyysmomentti: 2e 60mm
A = A, =10-60 = 600mm?, A=A + A, =1200mm?,
y; =5mm, y, =40mm lE_ A
mm
yC=A1y1+A2y2 2600'5+600'4O=22,5mm |<>|
A 1200
3 3

A 10120 —180000mm’ y

I, = lyy + A Y2 + 15+ Ayy5 =5000+600- 5% +180000+ 600- 40? =1,160-10° mm*

I, =15+ Ay?
= | =1, =1, - Ay? =1,160-10° —~1200- 22,5% = 5,525-10° mm*

Uuman 2 staattinen momentti z-akselin suhteen:

3
S =600-17,5=10500mm 22, 5|mm
Leikkausvuo: ) =17,5mm_-C2: A
\ v
Q5 _ OkM-10500MM” _ g 1 41cnjmm
| 5,525-10°mm -
1dmm
Yhteen naulaan kohdistuva leikkausvoima: |
Qnaula =9-d =0,114kN/mm -d v
Ehto:
Quava = Quavtesan < 0,114kN/mm-d = 2,5kN = d ___25kN__ ~ 21,9mm
‘ 0,114kN/mm

Rakenteiden lujuuoppi, tentti




5.

Sivulta:
I, =1 = 2000mm .
z &\\‘ —— X
2000mm |
y
3 3
I, - bh _ 20mm - (35mm) _ 77760mm®
12 12
g 72 70"7'\'2 -77760mm*
Ry =——t= mm : =13,43kN
I (2000mm) -
Paalta:
z
l, =1/2 =1000mm
NP ~— P
= - X
| 2000mm |
|
3 3
1, =20 _ (20mm)”-36mm _ 54 000mm?
12 12
2 22 70N 24000mm?
w 7 Ely mm?
S R 5 =16,58kN
I (2000mm) -

Kriittinen kuorma:

P, =13,43kN
Sallittu kuorma:

P  13,43kN

—_ =5,37kN
n 2,5

|:)sall =
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Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Tentti 18.12.2006

Kirjoita jokaiseen koepaperiin selvésti:

opintojakson nimi, koodi ja tentin paivamaara

nimesi puhuttelunimi alleviivattuna

koulutusohjelma ja opintokirjan numero, my®ds tarkistuskirjain

1. Maaarita kayttden Mohrin ympyréa oheisen tasojannitystilan (a) padjannitykset ja
suurimman paéjannityksen suuntakulma seka (b) normaalijnnitys ja leikkausjannitys
pinnalla, jonka normaali muodostaa 30° kulman (vastapdivaan) x-—akselin suhteen.
Huolellisesti piirretystd kuviosta saatu tarkkuus riittaa.

v T6OMPa
<—f 30%— 100MPa
48MPa

2. Jannityskomponentit pitkdssa ympyrasylinterin muotoisessa kappaleessa, jonka sade on a
ja x—akseli yhtyy sylinterin akseliin ja jota vadnnetdén, ovat
7, =-Gbz, 7,, =GOy, o,=0,=0,=17,=0.
missi G ja 6 ovat vakioita (leikkausmoduuli ja véaéntymd). (a) Osoita, ettd

jannityskomponentit ovat tasapainossa, kun tilavuusvoimia ei ole. (b) Osoita myds, etta
sylinterin reunapinta on jannitykseton (eli traktiovektori sylinterin reunapinnalla haviéa).

3. Maééritd oheisen palkin maksimi normaalijannitys pisteessa C sijaitsevassa
poikkileikkauksessa.

10kN
3kN/m 100mm
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4. Kaksois T-palkki on valmistettu hitsaamalla yhteen kolme levya kuvan mukaisesti. Jos

hitsille voidaan sallia leikkausjannitys

T

=90MPa, maarita kuinka suuri

sall

leikkausvoima Q poikkileikkauksessa voi vaikuttaa.

Q

§0mm

20mm

75mm FOmm
| | e

20mm

Y

—_20mm

150mm

5. Madritd superpositioperiaatetta kayttden oheisen palkin taipuma pisteessé C ja
taivutusmomentti pisteessd E. Poikkileikkauksen jayhyysmomentti on | =45,5-10°mm*
ja kimmomoduuli on E =210GPa.

40kN

40kN

40kN
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Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Tentti 18.12.2006, ratkaisut

1.

Jannityskomponentit: o, =100MPa, o, =60MPa ja 7, =-48MPa

A: (o,,7,)=(100,-48)

(P: (o,7) ~ (48,-42)

o, ~132 ¢

B: (0,,7,,) = (60,4

T

Kuvion perusteella saadaan:

(@) o, ~132MPa, o, ~ 28MPa, a, ~—67,4°/2=-33,7°

(b) o ~ 48MPa, 7 ~-42MPa
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2.

(@) Kun tilavuusvoimaa ei ole, f=0 eli f, =f =f, =0 ja jannityskomponenttien tasa-

painoyhtalot ovat

oo arxy or arxy 6Gy aryz or aryz oo
X + = =0, +—L+—L£=0 —2+—L+—2=0.
ox oy oz ox oy oz ox oy oz
Osoitetaan, ettd ne toteutuvat:
L Bs 22
or
50'X+ Xy +8rzx =G9(—Q+Q)=O, OK
OX oy 0z oy oz
-Goz 0 0
o7, oo, o7, o
L L2 -_GH—=0, OK
OX oy oz OX
Goy 0 0
aTZXJr v 99 =Gt9g:0, OK
ox oy oz OX z

(b) Sylinteripinnan yksikkdnormaali-
vektorin n komponentit:

Kuvion perusteella:

n
n =0, D AN L N nZ=E y
1 a Y a 1 a a
Traktiovektori sylinterim pinnalla:
{1 =[cln} =
t oy 1y, T[N 0 -Goz Goy]|[ 0 ~zy+yz] [0
m{_ _ _ _
=7, o, 7,40, =|-GOz 0 0 |Jy/a Y 0 =40
t |, 7, o, |ln Gy 0 0 ||z/a 0 0
=t"=0
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10kN
1 3kN/m

-
IS}
3

1,5m | 2,2m |

Tukireaktio Ay:
10kN l‘G,BkN

~ 0| |——

O

— —/
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

1.5m 1 1.1m |

A

A
[
T 1,5m

Cj —A -3m+10kN-1,5m-6,6kN-1,Im=0 = A =2,58kN

Taivutusmomentti pisteessé C:

llOkN
A C
|§ Mc

|

B
T 1,5m | 1,5m |
| |

2,58kN

Cj —2,58kN-3m+10kN-1,5m+M_ =0 = M, =-7,26kNm
Jayhyysmomentti:

_ bh® 100mm- (200mm)°

T12 12
1 66,7-10°mm*
" h/2 100mm

I =66,7-10°mm*

=0,667-10°mm°®

Suurin normaalijannitys:

f— . 6
Gy = Oy =~ "1 ZOAONMM _ 5 gy
W 0,667-10°mm’  ———
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4. . 215mm

i ) 1 \ll Z
10mm 7 | 1 [ _20mm
Y.
95mm co 7'
2 3

- . * 150mm

o] N B

20mm y

Alat ja pintakeskio:

A =215mm-20mm = 4300mm?, A, = A, = 20mm-150mm = 3000mm?
A=A +2A, =4300mm? +2-3000mm? =10300mm?

Ay, +2Ay,  4300mm-10mm +2-3000mm-95mm

y = ~59,5Imm
A 10300mm
Jayhyysmomentti:

Iz = Iz’l+A1y12+2'(|z’2+A2y22)

_ 215mm-(20mm)° 20mm - (150mm)?

+4300mm? - (10mm)® + 2[
=65,97-10°mm*

=1, +Ay2 = I, =1, Ay’ =6597-10°mm* —10300mm? - (59, 51mm)?
=29,50-10°mm* =1

i35,5mm

o]
20mm y

Osan | staattinen momentti:

S, = Ay, =3000mm? -35,5mm =106500mm°

Rakenteiden lujuuoppi, tentti
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Leikkausvuo ja leikkausjannitys hitsisaumassa:

6 3
q:ﬁ, TZQZQS' = Q 0’10665 1? mm =1,805-10*mm2-Q
I b Ib 2950-10°mm”-20mm
Ehto:

—4 -2 2 90N 4
r=1, = 1,805-10"mm*-Q=90N/mm° = szio =498,6kN
5.

Kuormitustapaus (a):
P
A
[
é% B C EY
7a-Li4 b=3L/4 |
| |
L P L 3L,1 ,3 L, 1 L L
VO =v(=) =——B=(=)’=-CEL)’Q2L+) ()P +2<=—=>°
c (2) 12EI[ 4(4) 5 (4 ) ( 4)(2) > ]
__ 43 PU
6144 EI
Lt
Méa)zﬁ(é_z):_gm_
2L 4 128
Kuormitustapaus (b):
P
A 7
[
C Eé
|é a=L/2 | b=L/2
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L L,L,1 1, L L
VO =y(=) = st 52l Ly F2<———>°
c (2) 12EI[ 2(2) > ()( )(2) > ]
_PU 12 5, 7 PU
12El ‘64 64’ 768 El
LL
3
MO —_22 =——PL
: 2L ( 2) 16

Kuormitustapaus (c):

P
A 7
[
c > 3
|/A a=3L/4 I b=L/4 |
| I I
L P 3L,L,,1 3L,,1., L 3L
VO =v(2)=——[3=(=)*= 2L+=—)(= <—-=>°
c (2) 12EI[4(4)2()( )() > >’]
PL® 25 25 PL°
12EI 512 6144 EI
MO = F’:%“L‘L‘( . ——
£ 2L 128
Superpositioperiaate:
@ , \,b) , \,© 43 PL® 7 PL3 25 PL3 31 P
Ve =Ve v vy = +
6144 EI 768 El 6144 El 1536 EI
ME:MS)+M§’+M§):—EPL—EPL—EPL——EPL
128 16 128 32
Sijoittamalla numeroarvot saadaan:
31 P 31 40kN - (2-10°mm)® 31 40-8-10°
Ve = = > 2 o= ~0,676mm
1536 ElI 1536 210kN/mm*-45,5-10°mm" 1536 210-45,5 =——
M :—EPL_—E 40kN -2m = -37,5kNm
16 32 —_—
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Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Tentti 21.12.2008

Kirjoita jokaiseen koepaperiin selvésti:

opintojakson nimi, koodi ja tentin paivamaara

nimesi puhuttelunimi alleviivattuna

koulutusohjelma ja oppilasnumero, myds tarkistuskirjain

1. Madritd kayttden  tasojannitystilan Mohrin ympyrdd péaajannitykset, suurimman
paajannityksen suuntakulma, suurin leikkausjannitys ja sitd vastaava normaalijénnitys

seka jannityskomponentit o}, o) ja r; koordinaatistossa, joka on kiertynyt

vastapaivaan kulman & =35° kuvan tasojannitystilalle. Yksikot ovat MPa.

y
IlMPa
5MPa
- —_— «
4MPa
4

2. Venyméamittausruusuke muodostuu kolmesta venymaéliuskasta, jotka on kiinnitetty
kappaleen pintaan kuvan mukaisesti. Venymaéliuskojen venymille &', &" ja &”" on
mitattu kuvan mukaiset arvot. Maarita venymékomponentit ja venymamatriisi.

y
g"=2,125-10"*
v\— T T————
g"=2,40 -10\ / =110-10"*
45°N | /450 X

3. Maééritd suurin ja pienin normaalijannitys, oheisen palkin pisteessa B olevassa
poikkileikkauksessa.

< 50mm5 |
2kN _
¢1kN | | 20mm
70mm
20mm o
[<=>|
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4. Madrita oheisen poikkileikkauksen taysplastinen momentti, kun materiaalin my6téraja
on o,,.

2a
N—
a
2a
RN

5. Jared palkki, joka otaksutaan tdysin jaykéksi, tukeutuu kahteen samanlaiseen alumiini-
pilariin AC ja BD siten, ettd pilarien ylapaat A ja B Kiinnittyvat palkkiin jaykasti ja
niiden alapaat C ja D kiinted&n alustaan nivelellisesti. Kuinka suuri palkin painovoima
G voidaan sallia, kun varmuusluku pilarien nurjahduksen suhteen on 3,0 ja tarkastellaan
vain nurjahdusta rakenteen tasossa. Pilarien painovoima voidaan jattd44d huomiotta.
Alumiinin kimmomoduuli on E =70GPa. Pilarin poikkipinnan jayhyysmomentille on

saatu kasikirjastaarvo 1 =1, =61,3-10°m*.
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Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Tentti 21.12.2008, ratkaisut

1.

Kuvan perusteella: o, = 5MPa, o, =-1MPa, 7, = -4MPa.
Koska on tasojannitystila: o, =0.

o, ~-3,0

B: (-1,4)

Kuvasta saadaan tulokset:
o, = 1,0MPa, o, ~ -3,0MPa T

6, ~-53/2 =-26,5°
T..x *OMPa, o, = 2MPa
Koska o,=0,=0, o, =7,0MPa, o, =0, o,, =-3,0MPa.

P:(-0.7, —4.2)

B:(-14) Q:(4.7,4.2)

Kuvasta saadaan tulokset:
o, =0, ~—0,7MPa, r;y =17, ~ —4,2MPa, 0'; =0, ~4,7MPa
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2.

Merkitadn venyman suunnan n ja x — akselin véalistd kulmaa &, jolloin n, =cosé
jan,=sind, jolloin

cosé x 9
{n}={ . } [e]=
sin@ Vxy
7 y
Venymélle suuntaan @ saadaan nyt lauseke
£ yxy
x cosé
¢, =&, ={n¥ [e{n}=[cos b,sin 4] 2 { _ }
sy sing
2 Y

Yy -
£, cose+%sm6’
=[cosé,sin 8] =¢,008* @ +¢,sin* 0+, sindcoso.
v .
2 cosf+e&,sind
2 y
Sitd kdyttden saadaan
&4 =&, €08 45°+ £ sin?45°+ 7, sin45°c0s45° = ¢’
—_ 2 ] H N
&y =£,008°0°+¢ sIn"0°+y, sin0°cos0°=¢

— 2 o in2 o H o oy _ M
€ o =&,C08(—45°) + &, sin"(-45°) + y,, sin(-45°) cos(—45°) = ¢

N S S
28x+2‘9+27/xy g, +&, 7, =28

= g =&" = g, =¢"
g, =¢&"=2125-10"

= (&, =€ '—g"+¢&"=(1.10-2.125+2.40)-10* =1.375-10"*
¥ =& —&"=(1.10-2.40)-10* =-1.30-10"

Venymamatriisi:

2125 -0.65|
[e]= -10
-0.65 1.375
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3.

Tukireaktio Ay:

2kN
l ‘1kN

@ —Ay-3m+2kN~2m+1kN~1=O
A|' ’|D

5
=—kN
B C = A 3
T A 1m | 1m | 1m T D,
Taivutusmomentti pisteessé B:
B
Hl M
A% ____) @M—EKN-lmzo = M =—kNm
5 T Q 3
—kN
le—1m

Jayhyysmomentti:
| 50mm |
A =50-20=1000mm?, A, = 2070 =1400mm? =
20mm
A=A +A = 2400mm? —_ lyc ay
C
Ay +Ay, 1000-10+1400-55 ¢
= = =36,25mm
Ve A 2400 70mm 3y,
Iz:|1+A1y12+|2+Azy22 - -
3 3 20mm
_50-20°  1600-10% + 2% 7% | 1400-55% = 4940000mm* N
y,¥
I =1, =1, — Ay? = 4940000 — 2400 - (36, 25)* =1786250mm*
Taivutusvastukset:
Wy = _| _1786250 _ 49275,9mm?, W, = _I_ 17862500 _ 33232,6mm?®
a, 3625 a, 90-36,25

Suurin ja pienin normaalijannitys:

M 5/3-10°Nmm
0. ,.. = = —

~-3382MPa=o0,

®UUW,  49275,9mm’
6
o, = M _S[3AONMM _ oo 15yipg =6
b 33232,6mm
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2a
|[«—|
eI oL __a
v L2
3 2a
PRIN

Alat;

A :%.ga.a:az, A =a-(e—a), Ai=a-(3a-e).

Neutraaliakseli:

A=A, © A+A =A = a’+a(e-a)=a(3a-e) = ezga

Alat;

5
~ Sl € =€- az—a——azga
ell._ _*2| e 1
e, =—a
e3$ 3 2 4
B 13 3
€ =—-—a=-—a
2 2 4
W”:A1e1+A2e2+Ae.esZaz~%a+%a2~%a+%a2.%a:f_§a3

M, =0c,W zgaméf ~2,085,a°.
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5.
Pilariin kohdistuva voima: P =G/2 (symmetria).

Pilarin nurjahduspituus ja jadyhyysmomentti:
£
l
I
| [, =2-L=10m

I | _.sy 1=1,=613-10"m*

Pilarin kriittinen kuorma R,, :

7*El _ 7%-70-10°kN/m? -61,3-10°m*
12 (10m)?

P - = 423,5kN

Pilarin sallittu kuorma:

P
Py == 423.5KN _ 141, 26N

Palkin sallittu painovoima:

G, =2 P

sall

= 282,3kN

sall
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Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Tentti 30.8.2007

Kirjoita jokaiseen koepaperiin selvasti:

opintojakson nimi, koodi ja tentin paivamaara

nimesi puhuttelunimi alleviivattuna

koulutusohjelma ja oppilasnumero, my®os tarkistuskirjain

1. Puisen rakenneosan tietyssd pisteessd on kuvan mukainen tasojannitystila. Puun syyt
muodostavat 30° kulman x — akselin kanssa. Sallittu leikkausjannitys syiden suunnassa

on r,, =1MPa. Selvita Mohrin ympyran avulla ja analyyttisesti onko tamé jannitystila
mahdollinen.
y
l 1MPa
| .
2MPa
—

0,5MPa
o

2. Pdaavenymien méadrittdminen tasotapauksessa voidaan ilmaista ominaisarvotehtdvana

([e]- &1 DA} ={0},

7/xy

gX
missi [£] = 2| [|]=L1) (ﬂ {n}:{:):Z}.
2og

2 y
Johda tdman tiedon perusteella pddvenymille ja pd&suunnille seuraavat kaavat

gl 1 1 2 2 gi_gx -
}=5(5X+ay)i§,/(gx—£y) +7, » 6 =arctan 12 (i=12).

‘92 Xy

3. Maéérit4 oheisen tasajaykan palkin tukireaktiot sen tuilla A ja B seka taivutusmomentit
pisteissa B ja C k&yttden superpositioperiaatetta.

o ot
IRER AR R R RN

2L/3
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4. Kotelomainen ulokepalkki muodostuu neljasta lankusta, jotka on Kiinnitetty toisiinsa
nauloilla, jotka sijaitsevat pitkin palkkia 2cm:n vélein. Palkkia kuormittaa P =10kN
suuruinen voima. Maarité leikkausvoima, joka kohdistuu kuhunkin naulaan pisteissé A ja

B. P —10kN

[ 12cm |

—1

|| ¥
5¢cm
All—— ——1A {1lcm

I1cr|n 6cm lcm

1<

N
-
(@)
3

5. Maééritd suurin kuorma F, joka voi vaikuttaa kuvan kahdesta nivelsauvasta
muodostuvaan rakenteeseen, kun tarkastellaan vain nurjahdusta rakenteen tasossa.
Kaikkien sauvojen poikkileikkaus on ympyrd, E =200GPa ja varmuuskerroin on 2,6.

Halkaisija 12 mm
1.2m

Halkaisija 14mm
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Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Tentti 30.8.2007, ratkaisut

1.

Jannityskomponentit: o, = 2MPa,ay =-1MPa,z, = -0.5MPa.
Tarkastelupinnan normaalin ja x — akselin valinen kulma: € =90°+30°=120°.

Mohrin ympyra:

20 = 240°
A:(2,-0.5)

0]

B:(~1,-0.5)

P:(c,.7,)~(0.15,1.5)
T

Leikkausjannitys on 7, ~1.5MPa >z, =1MPa, joten jannitystila ei ole mahdollinen.

Leikkausjénnitykselle saadaan:

Y ot} = [c0s 0,5in 4] O, Ty ||-Sin@ _[c0S6,5in ] -0, sinf+17, cosd

Fue ST LTI ’ r, o, || cosd | ’ -7,,5iN0+0, cos
=—(o,—0,)sinfcos @ +r,,(cos’ 6 —sin® )

=—[2-(~1)]sin120°c0s120° — 0.5(cos® 120° —sin®120°)

=1.55MPa > 7, =1MPa
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2.

Paavenymat:
& —& %y /2
=0 = (5,-¢)(g,—6)-=L=0
Yy 4
&, —¢€

y

2
v
= &' —(g,+¢,)e+66,——2=0

&, +¢& g +¢,) 2
= g, = X2 yi\/( X 2 ) —8X8y+%”=%(5x+5y)i%\/£xz+£y2+2£x£y—4gxgy+7/fy
1 1 1 1
ZE(SX +gy)i§\/gxz +&-2s8,+7;, =E(gx+gy)iz,/(gx—gy)2 + 7 -
Paasuunnat:
e —e I
x cos 6, 0
2R 212
Yy sin g, 0
—= g, -
2 o
Ylemmastd yhtélosta saadaan
(¢, —&)c0S0, +ﬁsin6'i =0 = tang =5 "%
2 oy
= 6, =arctan S —2x | (i=1,2).
Vo !?2
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P
P q:f
A VYV IR Vv i v vy
C B
, 2L/3 ,
| |
Tukivoimat:
P/L 2
3~ P(2L/3) L/3, 3_ 14 193
A=A +Ao=—q L+ 2+ =—P+—P=—
AqAPSq 212 ( L)8 27 216
P/L
B:Bq+BP:§ q L+P'L/B[s—(L/3)2]=§P+EP=&P
8 2L L 8 27 216
Taivutusmomentit:
P/L
1~ 5 1
Mg, =—= q L“=-=PL
B =g I 8
Mgp = P'L/3'2L/3(2L/3_2):_ip|_
2L L 27
1 4 59
Mg =Mpy +Mgp =—(=+—=)PL=——-PL
8 =Meq +Mep =~(5+27) 216
P/L
L, 1~ ,.L/3 LI/I3,, 5
Mcg=My(2)== q L [3———-4(—>)*]=—PL
cq q(3) g d [ 2 (L)] -

Mp = A-L/3=P<L/3-L/3>=3p.L_(_193
216 3 648

5,108, 119,

Me=Me +Mep = (—
¢ Tcg TP (72 648 324
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4.

Leikkausvoima:
P =10kN

e

T Q-10kN=0 = Q=10kN

[ 12cm I
| B B |
| T ?1 i | $1cm
ol e .5 5cm
A== 43 =—A {lcm
1 X 1
!:,En 6€m Icm|
Pintakeskio: y

A =12cm?, A, =6cm?, Ay =6cm?, A= A +2A, + A, =12+2-6+6=30cm?
y; =0,5cm, y, =4cm, y; = 6,5cm?

c

ye = A1Y1+2AZYZ+ASY3 ~31cm

Jayhyysmomentti z-akselin suhteen:

I, =g+ AYE +2155 + 2R3 + 73+ Agy5

3 3 3
_121 +12-0,52+2-%+2-6-42+61—;+6-6,52 =1+3+36+192+0,5+253,5

= 486cm*
Jayhyysmomentti pintakeskidakselin suhteen:

I=1,=1,+Ay? = |, =1,—Ay? =486-30-3,1> =197, 7cm*

Leikkausvuo liitoksissa A:
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3,1cm

y3 =3,4cm

S; = Agys = 6cm? -3, 4cm = 20, 4cm®

3
QS; _ 10kN - 20,4cm <1 03ﬁ

I 197,7cm* cm

Ja =

Naulapariin A kohdistuva leikkausvoima: g -2cm=2,06N
Yhteen naulaan kohdistuva leikkausvoima: Q, =2,06N/2 =1,03N

Leikkausvuo liitoksissa B:

B B
1 S
|| || I—y1=2,6cm
YA
C
5%

S, = Ay, =12cm? - (-2,6cm) = —31, 2cm®

QS, 10kN-(-31,2cm?) N
B=——t= T ~-1,58—
| 197,7cm cm

Naulapariin B kohdistuva leikkausvoima: g, -2cm =-3,16N
Yhteen naulaan kohdistuva leikkausvoima: Q =3,16N/2 =1,58N
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5.

Sauvavoimat:

F
sma—i—— 00305—'——E
Spe ) B 24| \26 2,6 13 2,6 13
Sec
l
! 1
F 13
T —F-Sgcosa=0 = S,c=——=-—"F
B ¢ 8 cosa 12
. . 13_ 5 5
— =S +S:sina=0 = SAB=SBCsmoz=—EF~E=—E
Kriittinen kuorma:
Sauvan AB nurjahdus:
1 4 4
e =0,5m, I, :Zﬂ(lzmmIZ) =1017,9mm
2 2 2 4
Pk/:B:” EIAB _ 7" -200kN/mm 1(2)17,9mm _8,04kN
Irs (500mm)

P2® =8,04kN =-S Z% Feo = e =%-8,04kN =19,30kN

Sauvan BC nurjahdus:

lee =+/(0,5M)* +(1,2m)? =1,3m, 1, =%7z(14mm/2)4 =1885,7mm*
2 2 2 4
poc 7 EIBC _ 7% -200kN/mm 18285,7mm _ 22 02kN
loc (1300mm)
13 12

Py® =22,02kN = =Sy = "R = g ==-22,02kN =20,33kN

Sauva AB nurjahtaa ensin, joten
F, = F.2® =19,30kN
Suurin sallittu kuorma F:

F, 19,30kN

Fo=—"= =7,42kN
n 2,6

S
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Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Tentti 30.10.2007

Kirjoita jokaiseen koepaperiin selvésti:

opintojakson nimi, koodi ja tentin paivamaara

nimesi puhuttelunimi alleviivattuna

koulutusohjelma ja oppilasnumero, myds tarkistuskirjain

1. Tarkasteltavan pisteen P jénnitystila X, y, z -koordinaatistossa on esitetty oheisen kuvion

— 4

——

éy

4

X

/

Paajannitykset téssa pisteessa on maaritetty ja ne ovat suuruusjérjestyksessa o, =5,
o, =2, o, =-5. Méaaritd (a) suurimman ja pienimman padjannityksen suuntaiset
yksikkovektorit n, ja n,,, (b) suurin leikkausjannitys z_ ., seka (c) sen pinnan
yksikkdénormaalivektori n_, jolla suurin leikkausjannitys vaikuttaa. Yksikot ovat MPa.

2. Milla ehdolla seuraavat infinitesimaaliset venymdkomponentit ovat mahdollisia:
g, =az(xX’ +y?), &, =ax’z, Y =2BXYZ, 7, =7, =¢,=0.

3. Oheinen palkki muodostuu kahdesta lankusta, jotka on Kiinnitetty toisiinsa nauloilla,
jotka sijaitsevat pitkin palkkia 2cm:n valein. Palkkia kuormittaa P =10kN suuruinen
voima. Maaritd leikkausvoima, joka kohdistuu kuhunkin naulaan vélilla AB.

6cm
| |
lp 210 kN | | Elcm
A C
o 6cm
-E B —
| 0,4m | 0,6m | ||

I I 1 ]l.Cm

4. Oheista tasajaykkaa palkkia, jonka taivutusjaykkyys on EI , kuormittaa kolmiokuorma
q(x), jonka intensiteetti palkin oikeassa pa&ssa B on q,. Mé&érita palkin taipuman ja

taivutusmomentin lausekkeet ratkaisemalla taipuman differentiaaliyhtald.
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5. Alumiinipilari on alapaéstdan jaykasti Kiinnitetty ja se on tuettu ylapéaastaan vaijereilla
siten, ettd p&an liike z-akselin suunnassa on estetty. M&aritd suurin mahdollinen kuorma
P, joka voidaan sallia, kun varmuusluku nurjahduksen suhteen on 3,0. Huomioi
nurjahdus seké x,y— ettd X,z—tasossa. Tarkista lopuksi, ettd pilari ei my6téa kriittisen

kuorman alaisena. Kdytd seuraavia arvoja: E=70GPa, o,=215MPa,
A=7,5-10°m?, 1, =232-10°m* 1, =61,3-10°m".
P
Z £ 4 1
y—r } 2 g
& T
a_
a a L=5m X Z
y
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Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Tentti 30.10.2007, ratkaisut

1.

Jannitysmatriisi:

0,=2, 0,=3 0,=-3, 7,=4, muut=0.
2 0 0

[c]=|0 3 4
0 4 -3

(a)

Suurimman pééjannityksen suuntainen yksikkovektori:
([o]-o,[1D){n}={0} <

2-5 0 0 n 0 -3 0 O0|fn 0
= | 0 3-5 4 |Kn ;=40 = |0 -2 4 |<n =10

0 4 -3-5||n, 0 0 4 -8]|n, 0
= -3n,=0 = n, =0,

—-2n,+4n,=0=n, =2n,

n;+n;+n’ =1 < 0°+(2n,)*+n; =1

1 2
= 5n°=1=n=—"-,n=2n=—
z z \/’ y \/g
n' = (2j+k)
f f f

Pienimman paajannltyksen suuntainen yksikkovektori:

([o]-0y, [IDn}={0} <

245 0 0 ][n)] [0 7 0 0(n) [0
= | 0 345 4 |{nt={0f = [0 8 4[{n t=40
0 4 -3+5||n,] |0 0 4 2|[n] |0

z z

= /n,=0 = n, =0,

8n, +4n, :Ojny:—&
2

n
n;+n.+n’ =1 < 02+(—?Z)2+nf:1

= En2:1 =n _2 n 1
4" : f’ 2T B

n" = \/_ \/_ \/_ (—j+2k)

(b) Suurin leikkausjannitys:

;=917 %u :5_(_5) —5MPa

e 2 2
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(c) Pinnan normaali muodostaa 45° kulmat padakselien | ja Il kanssa, joten sen suuntainen

vektori N (vrt. kuva) on

1 1 1

N=n +n, = 2j+k)+ —j+2k) = j+3k
PNy \E(J )\/g(l )\E(J )
Sen itseisarvo on
1 J10
Njz—=124+32 =X==2
| |@ NG
Pinnan yksikkénormaalivektori on
N 1 1 .. 1 .
n =—=—"—-—(j+3k)=——(j+3k
=Nz 5(J ) @(J )
2.

Kompatibiliteettiyhtaldiden tulee toteutua. Koska
tarkastellaan tasotapauksen kompatibiliteettiyhtaloa.

Derivoidaan

0z, =2ayz, 28; =2a1,
oy

%=2axy % =2az
OX ©ox? ’
ayxy 2

Sijoitetaan kompatibiliteettiyhtaloon:

02e  Oc azyxy

X y

2 + 2
oy OX OXoy

j/yz:yzx:gzzo’

= = 20z+202=2p71 = a-£)z=0 = 2a=p
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3.

Tukireaktio tuella A:
l P =10kN

A T

B
AyT T Cy
| 0,4m | 0,6m |

C) A, -Im-10kN-0,6m=0 = A, =6kN

Leikkausvoima vélilla AB:

Al_llQ L Q-6kN=0 = Q=6kN

oo

Jayhyysmomentti:

1 60mm |

| 1

I $1 | ¢10mm

Ye
— |tC
Pe 60mm
14mm o
<]
y

A = A, =10-60=600mm?, A= A + A, =1200mm?,
yp =5mm, y, =40mm
Ay +Ay, 600-5+600-40
Jem T T 1200
60-10°

=22,5mm

3
=5000mm?, I, = 10120 —180000mm*

l71 =
I, = 1y + A2 + 1y + Ayy3 =5000+600-5% +180000 + 600- 402 =1,160-10° mm*
I, =1, + Ay?

= | =1, =1, - Ay? =1,160-10° —~1200-22,5% = 5,525-10°mm*
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Uuman 2 staattinen momentti z-akselin suhteen:

22, 5mm

y, =17,5mm
? )

10mm
y
S =600-17,5 =10500mm?®
Leikkausvuo:
3
_ QS _ 6KkN -10500mm _ 0,114kN/mm

I 5,525.10°mm*

Yhteen naulaan kohdistuva leikkausvoima:

Qraua = 9-20mm = 0,114kN/mm - 20mm = 2, 28kN
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q(x) = QO Jo
B Ez
| L .
1
Differentiaaliyhtalon ratkaisu:
v =To oy yrs oeic o v=—h o loxec,
EIL 2EIL 6EIL
ve—t e, Gy +CX+C, = V=B +Sy s Sy +Cyx+C,
24EIL 2 120EIL 6
Reunaehdot:
v(0)=C, =0,

M (0) = ~EN'(0) =~EIC, =0 = C, =0,

v=—d 15, Gy 2 1> +C,L+C, =0,

120EIL 6
C
o(L )_24EILL +?1L2+C2L+C3=0,
L2 q 3
—C+Cy=-—2-L 2 2 2
2 20B1 | Lo Lo G o, % s Lo G
L c G 3 2 6 24El| 120El 3 30El
- Lt ==
24El|
2 3 3
= C1=_ qO , C3:— qO L3 L (__ 1)q0L quL
10EI 24El| 24 20" ElI 120 El
Taipuma:
3
S N Cx+c x> +C,x+C, = B ys_ G X3+ Aol X
120EIL 6 2 120EIL 60ElI 120El
qol—4 5 X
+_
120E| [ ) (L) L]

Taivutusmomentti:

M = —EIV" = — q°L4[20(—) —12—] q° 150 )3 E]
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5.

Nurjahdus x, y —tasossa:
P

L=5m
I, =2L=10m
P #°El, _x*-70-10°kPa-61,3-10 °m* _ 423 5kN
' 12 (10m)?

|, =0,70-L=3,5m

2
v 7°El 2.70.108 ) .10 % m?
RY = - y_ 7 70-10° kPa 23,2 107" m _ 1308KN
I (3,5m)

Kriittinen kuorma:

R =min{R}Y, Ry} = 423,5kN
Sallittu kuorma:

P« 423,5kN
n 30
Normaalijannitys:

o= Be _ _A285KN __ —56500kPa = -56,5MPa> - 230MPa = —o,,, OK

A 7510°m?

Py = =141, 2kN
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Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Tentti 11.3.2008

Kirjoita jokaiseen koepaperiin selvésti:

opintojakson nimi, koodi ja tentin paivamaara

nimesi puhuttelunimi alleviivattuna

koulutusohjelma ja oppilasnumero, myds tarkistuskirjain

1. Tarkasteltavan pisteen P jénnitystila X, y, z -koordinaatistossa on esitetty oheisen kuvion
avulla. Maéritd padjannitykset, suurin leikkausjannitys ja sen pinnan normaalijannitys,
jolla suurin leikkausjénnitys vaikuttaa. Yksikot ovat MPa.

Te

— 2

——

d

e

2. Jannityskomponentit pitkdssa ympyrasylinterin muotoisessa kappaleessa, jonka sade on a
ja x—akseli yhtyy sylinterin akseliin ja jota vadnnetaan, ovat
r, =-G0z, 7,, =GOy, o,=0,=0,=17,=0.
missa G ja € ovat vakioita (leikkausmoduuli ja véa&ntymd). (a) Osoita, ettd
jannityskomponentit ovat tasapainossa, kun tilavuusvoimia ei ole. (b) Osoita myds, etté
sylinterin reunapinta on jannitykseton (eli traktiovektori sylinterin reunapinnalla haviéa).

3. Oheinen palkki muodostuu kahdesta lankusta, jotka on Kiinnitetty toisiinsa nauloilla,

jotka sijaitsevat pitkin palkkia 2cm:n valein. Palkkia kuormittaa P =10kN suuruinen
voima. Méaérita leikkausvoima, joka kohdistuu kuhunkin naulaan vélilla AB.

6cm

lelOkN | T |

6cm

:I

(EEY
(@]
3

)
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4. Madrita oheisen tasajdykén palkin tukireaktiot sen tuilla A ja B seké taivutusmomentit
pisteissa B, C ja D kdyttden superpositioperiaatetta.

Py

5. Alumiinisauvan AB poikkileikkaus on 20mm x 36mm suorakaide ja se on tuettu tapeilla
ja korvakkeilla kuvan mukaisesti. Sauvan kumpikin pad voi kiertyd vapaasti tapin lapi
kulkevan vaakasuoran akselin ympadri, mutta korvakkeet estava péiden Kiertymisen
pystysuoran akselin ympari. Mé&arita sallittu keskeinen kuorma P, kun varmuusluku
nurjahduksen suhteen on 2,5 ja E = 70GPa.

Sivulta:

| 2m |
| |

Paalta:

| 2m |
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Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Tentti 11.3.2008, ratkaisut

1.

Kuvan perusteella:
o, =1MPa, o, =2MPa, o, =-1MPa, 7, =0, 7, =2MPa, 7, =0

10 0
= [o]=|0 2 2
0 2 -1
Jannitysinvariantit:
I1=1+2—1=g,
10 12 2/ 1 O
I, = + + =2-2-4-1=-5
0 20 2 -1 [0 - =
100
2 2
l,b=10 2 2 =1.‘2 JJ=—2—4=—=6
0 2 -
Yhtalo:
c—lo*+l,o-1,=0 & ¢°-20°-50+6=0
Ratkaisu:
Q=3|2—|523.(—5)—22:_Q
9 9 9
R:2If’+27I3—9I1I2:2-23+27-(—6)—9-2-(—5):_E

54 54 21
19 28
D=Q%+R?=(—=2)° + (-=)* ~-8,33<0,
Q 5y +C5)

R
@ = arcc0S —— = arccos

27
_Q3 __QS
,/ ( 9)

~ 109, 76°
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1 | 19 109,76° 2
=2./-Q cos(=p) + =+ = 2,[— cos — +—~3MPa,
o Q (3(0) 3 9 3 3

o, =2,-Q COS(%(D +120°) +|§1 ~ —2MPa,

o, =2,-Q cos(%q) + 240°) +I—§ ~ 1MPa.

Padjannitykset:
o, =3MPa, o, =1MPa, o, = -2MPa.

Suurin leikkausjannitys ja vastaava normaalijannitys:
o —oy _3-(=2) _0 oy 3+(=2)

Toox = = =2,5MPa, o, = =0,5MPa,
2 2 —_— 2 2
Padjannitykset saadaan tassé tapauksessa helpommin seuraavasti:
1-c O 0
2—-0 2
det((o]-o[I])=0 & | 0 2-0 2 =0 = (1-0) 5 ! =0
0 2 -l-o “

= (1-0)[2-0)(-1-0)-4]=0 = (1-0)(c°-0c-6)=0

= o, =%i‘/%+6, 0,=1= 0,=30,=-2, 0,=1
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2.

(@) Kun tilavuusvoimaa ei ole, f=0 eli f, =f =f =0 ja jannityskomponenttien tasa-
painoyhtalot ovat

oo arxy or arxy 6Gy aryz or aryz oo
X + = =0, +—L+—L£=0 —2+—L+—2=0.
OX oy oz 19)4 oy oz OX oy oz
Osoitetaan, ettd ne toteutuvat:
I ] P
or
50'X+ Xy +8rzx =G9(—Q+Q)=O, OK
OX oy 0z oy oz
-Goz 0 0
o7 0o, o1, o2
L L2 -_GH—=0, OK
OX oy oz OX
Goy 0 0
aTZXJr v 99 =Gt9g:0, OK
ox oy oz OX z

(b) Sylinteripinnan yksikkdnormaali-
vektorin n komponentit:

Kuvion perusteella:

n
n =0, D AN L TN nZ=E y
1 a Y a 1 a a
Traktiovektori sylinterim pinnalla:
{1 =[cln} =
t oy 1y, T[N 0 -Goz Goy]|[ 0 ~zy+yz] [0
m{_ _ _ _
=7, o, 7,40, =|-GOz 0 0 |Jy/a Y 0 =40
t |, 7, o, |ln Gy 0 0 ||z/a 0 0
=t"=0
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3.

Tukireaktio tuella A:
l P =10kN

AT

B
AyT T Cy
| 0,4m | 0,6m |

C) A, -Im-10kN-0,6m=0 = A, =6kN

Leikkausvoima vélilla AB:

A|_|lQ L Q-6kN=0 = Q=6kN

oo

Jayhyysmomentti:

1 60mm |

| 1

I $1 | ¢10mm

Ye
— |tC
Pe 60mm
14mm o
<>
y

A = A, =10-60=600mm?, A= A + A, =1200mm?,
yp =5mm, y, =40mm
Ay +AyY, 600-5+600-40
o= T 1200
60-10°

=22,5mm

3
=5000mm?, I, = 10120 —180000mm*

l71 =
I, = 1y + A2 + 1y + Ayy3 =5000+600-5% +180000 + 600- 402 =1,160-10° mm*
I, =1, + Ay?

= | =1, =1, - Ay? =1,160-10° —~1200-22,5% = 5,525-10°mm*
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Uuman 2 staattinen momentti z-akselin suhteen:

22, 5mm

y, =17,5mm
? )

10mm
y
S =600-17,5 =10500mm?®
Leikkausvuo:
3
_ QS _ 6KkN -10500mm _ 0,114kN/mm

I 5,525.10°mm*

Yhteen naulaan kohdistuva leikkausvoima:

Qraua = 9-20mm = 0,114kN/mm - 20mm = 2, 28kN
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Kéytetddn superpositioperiaatetta ja taulukon 8.1 kohtaa 7.

Tukireaktiovoimat:

P-(L/3?, 2L/3, 2

P-(2L/3)? (2+L/3

A=A+ A° = + 2+ ==P
212 L) 212 ( L ) 3=

6_peogo_PoL/3 (L3 P2LI3, 2Li3 4

2L L 2L L’ 3

. 2 4
Tarkistus: T A+ B—2P=§P+§P—2P=O, OK.
Taivutusmomentti My :
MB=M§+M§:P-L/3-2L/3(2L/3_2)+P-2L/3-L/3(L/3_2):_£PL
2L L 2L L 3

Taivutusmomentit M. ja M,:
Taulukon taivutusmomentin lausekkeesta saadaan:
2
M.=M (L) = A%— F< %—a>— F[b—(2+—) <%—a>]

—M(—) A%—F<%—a>—F[—(2 —) <2—3L—a>]

Soveltamalla naita lausekkeita saadaan:

aac b (2L/3) 1 (L/3) iz
M. =M:+M7 =P[-———(2+ 3) 0]+ P[———(2+ ) 0)]=P 933+
Mo =M+ [(2“3) (2+D- (- L)] P 012 g-2p
5.
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Sivulta:

l, =1=2000mm b
z &\\\ ——— X
2000mm |
y
3 3
I, - bh _ 20mm - (35mm) _ 77760mm®
12 12
g 72 70"7'\'2 -77760mm*
Ry ==——t= mm : =13,43kN
I (2000mm) -
Paalta:
z
I, =1/2=1000mm
:{‘/ - T ~ P
[ 2000mm |
|
3 3
1, = 2 _ (20mm)”-36mM _ 5 4000mm!
12 12
2 270N 24000mm*
w 7 Ely mm?
P =—5>= : =16,58kN
I (2000mm) -

Kriittinen kuorma;

P, =13,43kN

Sallittu kuorma;

|:)sall =

Pe  13,43kN

—_ =5,37kN
n 2,5
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Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Tentti 12.5.2008

Kirjoita jokaiseen koepaperiin selvésti:

opintojakson nimi, koodi ja tentin paivamaara

nimesi puhuttelunimi alleviivattuna

koulutusohjelma ja oppilasnumero, myds tarkistuskirjain

1. Oheisen jannitystilan p&&jannitykset tunnetaan ja ne ovat suuruusjarjestyksessa
o, =18MPa, o,=9MPa ja o, =-9MPa. Maarita suurimman paajannityksen
suuntainen yksikkdvektori. Yksikkd on MPa.

T

1o/<;4

8

8 —>2

L
11 2 10

e

2. Jannityskomponentit pitkdassa ympyrasylinterin muotoisessa kappaleessa, jonka sade on a
ja x—akseli yhtyy sylinterin akseliin ja jota vadnnetaan, ovat
r, =-G0z, 7,, =GOy, o,=0,=0,=17,=0.
missa G ja € ovat vakioita (leikkausmoduuli ja véa&ntymd). (a) Osoita, ettd
jannityskomponentit ovat tasapainossa, kun tilavuusvoimia ei ole. (b) Osoita myds, etté

sylinterin reunapinta on jannitykseton (eli traktiovektori sylinterin reunapinnalla haviéa).

3. Maééritd hitsisauman (keskimaardinen) leikkausjannitys palkin kohdassa A-A. Vinot
pinnat, joilla hitsisauman keskimaardainen leikkausjannitys lasketaan, on esitetty
katkoviivalla kuvan (c) leikkauksessa. Uuman ja laipan vélille oletetaan rako. Hitsin
vaikutusta poikkileikkaussuureisiin ei huomioida.

(a (b (
2k 1k v LM a=5mm
J, * A 20mm” v
| 7 I A
L ﬁ 100mml
>l
20mm
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4. Maédrita oheisen tasajdykén palkin tukireaktiot sen tuilla A ja B seké taivutusmomentit
pisteissa B, C ja D kayttden superpositioperiaatetta.

Py

5. Alumiinisauva, jonka halkaisija on 25mm, on tuettu kuvan mukaisesti. Tuki A est&a
vaaka- ja pystyliikkeen, rullatuet B ja C estévét vaakaliikkeen ja kiertymisen piirroksen
tasossa. Maérita sallittu kuorma P, kun varmuusluku nurjahtamisen suhteen on 3,2,

E=77GPa, a=0,9m, b=12m ja c¢=0,3m. Tarkastellaan vain kuvan tasossa
tapahtuvaa nurjahdusta.

v
C
Sl m
b
s i
a
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Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Tentti 12.5.2008, ratkaisut

5

10/

;8

8 —>2

- )
11 2 10

v/

Kuvan perusteella:
o, =11MPa, o, = 2MPa, o, =5MPa, Ty = 2MPa, T, = -10MPa, 7, =8MPa

11 2 8
= [o]=|2 2 -10
8 -10 5

Suurimman pajannityksen suuntainen yksikkdvektori:

([o]=o, [ID{n}={0} &

1l-0, 2 8 1(n,) [0 7 2 87(n) [0
2 2-0, -10 {{n =10t |2 -16 -10({n ;=10
8 -10 5-o,||n,| |0 8 -10 -13|(n,| |0

z z

Ratkaistaan N, ja N, kahdesta ensimmaisesta yhtalosta:

y
=7n,+2n,+8n, =0 -7 2 ][n, -8
-~ = n, —
2n, —16n,-10n, =0 2 -16]|n, 10
0 _[-7 2 Tf-8) 1 16 -2](-8] 1 [w08] |
n |2 -16] |10 * (-7)-(-16)-2?| -2 -7||10] * 108|-54) —%nz

1
= no=n, Ny =—on,.

Sijoitetaan ne ehtoon n’ +n

2

s +n; =1, jolloin saadaan

2
z

n22+(—£nz)2+n22 =1 = gn =1 = nz :g — nX=E1 n :_E,E:_l1 n =
2 4 3 23 3
Tulos on

n=%(2i—j+2k).
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2.

(@) Kun tilavuusvoimaa ei ole, f=0 eli f, =f =f =0 ja jannityskomponenttien tasa-
painoyhtalot ovat

oo arxy or arxy 6Gy aryz or aryz oo
X + = =0, +—L+—L2=0 —2+—L+—2=0.
OX oy oz 19)4 oy oz OX oy oz
Osoitetaan, ettd ne toteutuvat:
I ] P
or
50'X+ Xy +8rzx =G9(—Q+Q)=O, OK
OX oy 0z oy oz
-Goz 0 0
o7 0o, o1, o2
L L2 -_GH—=0, OK
OX oy oz OX
Goy 0 0
aTZXJr v 99 =Gt9g:0, OK
ox oy oz OX z

(b) Sylinteripinnan yksikkdnormaali-
vektorin n komponentit:

Kuvion perusteella:

n
n =0, D AN L N nZ=E y
1 a Y a 1 a a
Traktiovektori sylinterim pinnalla:
{1 =[cln} =
t oy 1y, T[N 0 -Goz Goy]|[ 0 ~zy+yz] [0
m{_ _ _ _
=7, o, 7,40, =|-GOz 0 0 |Jy/a Y 0 =40
t |, 7, o, |ln Gy 0 0 ||z/a 0 0
=t"=0
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3.

Leikkausvoima;

100mm a= 5mm
2kN 1kN v < >
A 20mm” v
PR S
DL
Y 100mm
A'Q
Q+1kN+2kN =0 = Q =—3kN omm
Pintakeskio:
100mm
g A =100-20 =2000m?, A, =20-100 = 2000mm?®
20mm” [_e [Ty z ,
cla c 7 A=A + A, =4000mm
100mm 2 y, =10mm, y, = 20mm +%-100mm =70mm
Y e yo - ABEAY: o
20mm

Jayhyysmomentti 1, :

~100-20° 20-100°

=1, +Ay +1,+AYy: = o +2000-10% +

+2000-70° =11,73-10°mm*

Jayhyysmomentti | =1, :
=1 +Ay? = =1, =1,-Ay?=11,73-10° - 4000 40° = 5,33-10°mm*

Hitsisauman alapuoleisen osan staattinen momentti:

, S, = A, -y, = 2000-30 = 60000mm’®

5 | y, =30mm

Leikkausvuo ja hitsin leikkausjannitys:

J— . 3 . 3 t
QsS, _ 3-10°N GSOOOTm _ 33 77N/mm, 7 = 33,77N/mm — _3.38MPa
| 5,33-10°mm 2-5mm —_—

q:
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4.
Kéytetddn superpositioperiaatetta ja taulukon 8.1 kohtaa 7.

Tukireaktiovoimat:

2 2
A:A°+AD=P (2L2/3) (2+L/3)+P (L£3) (2+2L/3):gp
2L L 2L L 3
B=B°+BD=P'L/3[3—(L/3)2]+P'ZL/3[3—(2L/3)2]=£P
2L L 2L L 3
N 2 4
Tarkistus: T A+B—2P=§P+§P—2P=O, OK.
Taivutusmomentti My :
MB=M§+MBD=P'L/3'2L/3(2L/3—2)+P'ZL/3'L/3(L/3—2)=—1PL
2L L 2L L 3
Taivutusmomentit M. ja M,:
Taulukon taivutusmomentin lausekkeesta saadaan:
L L L b? L
=M(-)=A—-F< ——a>—F—2+— <—-a>
c ( ) 3 3 [ ( ) 3 ]
2L 2L b? 2L
_|v|— A—-F< ——a>—F—2 -<"—-a>
(=)= 3 3 [ (2+ ) 3 ]
Soveltamalla naita lausekkeita saadaan:
2L/3) 1 (L/3) 2 7 14 2
M.=MS+MQ = LD o Ly gpep 2+2)-0)]=P———+P——=2PL
c [ ( 3) ]+ Pl———(2+ ) )= 933 7933 9
2L/3)? 1 2L L L/3)? 1
Mo =ME+m2 =P 2 - - prE L+ D) -0p= 2P
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Jayhyysmomentti: | =%7rr“ =%7z(25mm/2)4 =19175mm*

Vili AB:

Nurjahduspituus: |, =0,7a=0,7-900mm=630mm

7°El 7 -77KN/mm?-19175mm"*

Kriittinen kuorma: P/ === > =36,72kN
I (630mm) E—
Vili BC:
Nurjahduspituus: |, =b/2=1200mm/2 = 600mm
2 2 2 4
Kriittinen kuorma: P2¢ =~ EI _ 7 T7kN/mm 152175mm = 40,48KkN
I (600mm) —
Vili CD:
Nurjahduspituus: |, = 2¢ =2-300mm = 600mm
2 2 2 4
Kriittinen kuorma: PS° =2 El_ 7~ 77kN/mm”-19175mm” _ 40,48kN

12 (600mm)?

Koko sauvan kriittinen kuorma on ndisté pienin:
P, = P2® =36,72kN
Sallittu kuorma:

i:n = Pan:i
n

S

~36,72kN

=11,5kN
3,2

sall
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Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Tentti 28.10.2008

Kirjoita jokaiseen koepaperiin selvésti:

opintojakson nimi, koodi ja tentin paivamaara

nimesi puhuttelunimi alleviivattuna

koulutusohjelma ja oppilasnumero, myds tarkistuskirjain

1. Tarkasteltavan pisteen P jénnitystila X, y, z -koordinaatistossa on esitetty oheisen kuvion
avulla. Yksikot ovat MPa.

Madritd jannityskomponentit ja jannitysmatriisi sekd jannitysvektori (traktio),
normaalijénnitys, normaalijannitysvektori, leikkausjénnitysvektori seka
leikkausjannityksen  suuruus  pisteen P kautta kulkevalla tasolla, jonka
yksikkénormaalivektorion n=2/3i+2/3j+1/3Kk.

q q
TR R R RRRR

| R
. _: ............... 1% X, U X VA
i

y,v y

(o
<>
Py
_>

O
<>

2. Oheinen suorakaiteen muotoinen, péistddn tuettu levy on tasojannitystilassa. Sen
ylareunalla vaikuttaa pintayksikkdd kohti tasan jakautunut kuorma g. Levyn
siirtymékomponenteille on johdettu lausekkeet

(. y) = T [4y(3at ) + 8y (y° —gtf) 4 dvx(y® —3b%y + 26%)].

V(X y) = 1683E {(a® — x*)(5a° — %) +g(a2 —X)[8b% + 5 (b? — y?)]

—%[(5+10v)y4 —(30+12v)b2y? + 40b°y]},

missd E on kimmomoduuli ja v on Poissonin vakio. Osoita, ettd levyn jannityskompo-
nenteilla o, ja z,, on lausekkeet
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q 6 3q
o, ZEB(""Z -x%)y+2y° —gbzy] , Ty =—Z§X(b2 -y%)

Mitoita oheisen puusta tehdyn palkin poikkileikkaus, jonka sallittu normaalijéannitys on
12MPa. Tarkista lopuksi, etta sallittu leikkausjannitys 1IMPa ei ylity tuen D vieressa

olevassa poikkileikkauksessa.

3,6kN

1,8kN 12mm

g

B‘ C —]

A — " — b ¢ e e 1 — - E = h
7

| 0,8m | 0,8m
I I

4. Maarita taysplastinen momentti M sauvalle, jonka poikkileikkaus on kuvan mukainen,
kun poikkileikkausta taivutetaan vaaka-akselin ympdri. Materiaalin otaksutaan olevan
kimmoista ideaaliplastista myotérajan ollessa 240MPa ..

100mm

<1
¢ 20mm
20mm 80mm
:_ 20mm
60mm
l«—lI

5. Puristussauva on ylapéastaan kiinnitetty siten, ettd se ei paése siirtymdin vaakatasossa,
mutta on vapaa kiertymaan. Alapaéstéan se on jaykasti kiinnitetty. Sauvan tehokas pituus
on 3m ja se on tehty hitsaamalla yhteen kaksi 75x50x6 L-profiilia kuvan mukaisesti.
Maadrita sauvalle sallittu keskeinen puristava kuorma, kun varmuusluku nurjahduksen

suhteen on 3 ja sauvan kimmomoduuli on E =200GPa .

50mm | 50mm |

75mm
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Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi
Tentti 28.11.2008, ratkaisut

1.

Jénnityskomponentit:
o,=1,0,=3 0,=4,
7,=0 17,=0 7,=-2
Jannitysmatriisi:

7 0 =2
[c]1=| 0 5 0

-2 0 4

Jannitysvektori:
7 0 -2|[2/3 4

O =[cl{n}=| 0 5 0 |{2/3\=]10/3!.
2 0 4|13 0

10,
t™ = (4i+—=
( 31)

NormaalijénnityS'

2 2 10 44

=net® = Ci+Zj+= k 4|+— == 4+ ==—
o, ( J )( N=5443 5
Normaaluanmtysvektorl:
o =o-nn=ﬂ gi+gj+lk)=ﬂ(2i+2j+k)

93 3 3 27

Leikkausjannitysvektori

(M _ g _ <0 _ 10. 44 2 0i i
TV =t"-c" = —j——(2| 2]+k):E(lO|+J—22k)

Leikkausjannityksen suuruus:

= It - —\/42 2r -y - \/@=2F

tai

2 . 2 2
™ - ™M |= =110 + j— 22K |= —+/10% +12 + 22° = =/65
I =gy 10 rI22kl= 57 9

T
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2.

Venymakomponentit:
g =M__4 [12y(@* - x*)+(8+4v)y’ - (ﬁ+12v)b2y +8vb*)]
“Tox  16b°E 5 ’

ov q 24

& = " = TooE [-12vy(a® - x*) - (4+8v)y’ + (?v +12)b’y —8b°],
ou ov 3ql+v)x, .,

==y == b2 —
WEyta 2 e O Y

Jannityskomponentit:
E
o, = m(gX +ve,)

__E ¢

= mm[ﬂﬂaz —x*) +(8+4v)y® - (%+12v)b2y +8vb°)

—12v%y(a® - x*) - (4+8v)vy® + (%v +12)vb*y —8vh’]

q 6
=I5 [By(a®-x?)+2y° —gbzy]
E 30X ., )
7y =Gy, 200) Y9 =T (b -y°)
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3.

Tukireaktiot: 3,6kN
1,8kN
B‘ Cl

A e =t e D
A A D,
| 0,8m | 0,8m 0,8m |

I I

- A =0

D -A-24m+18kN-16m+3,6kN-0,8m=0 = A =2,4kN
A) D,-2,4m-3,6kN-16m-18kN-0,8m=0 = D, =3kN

Taivutusmomentit pisteissa B ja C:

B C
A ) Mg M ( . —=ID
2,4kN 0,8m | | 0,8m 3kN
1 I I 1

B) —2,4kN-0,8m+M, =0 ©) 3kN-08m-M, =0
= M, =1,92kNm = M, =2,4kNm

= M, =M. =2,4kNm

max

Jayhyysmomentti ja taivutusvastus: 12mm
<=1
bh® 12mm-h’ I
| =—="———=1Imm-h*, W =—— =2mm-h?
12 12 h/2 E _Ih

Suurin normaalijannitys:

M, 2,4kNm 1,2.10°

O.max — max — > — > N
w 2mm-h h
Ehto:
6 6
Oax = Ot = 1.2 120 N_pp N - = hz,/ﬂmm2 =316,2mm
h mm 12 —_—

Leikkausvoima tuella D:

Qs =-D, =—3kN
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Leikkausjannityksen tarkistus tuella D:

2
Smax = S(O) = bnh :m’rmax =
24 8
| 7ax 1< T =1MPa, OK.
4,
| 100 mm |
| |
20 mm
A — e =
NA
80 mm
20 mm
20mm A4 y
N 60 mm
|[<—>|
Tdaysplastinen momentti:
M D= O'pr ,

missa plastinen taivutusvastus on
Wp =Sgiat | Syléi |

missa staattiset momentit ovat:

_Qbh*/8 3Q 3 -310°N

=-0,791MPa

b  bh®/12-b 2bh 212mm-316,2mm

Neutraaliakselin (NA) paikka sijoittuu siten, etta
Agia = Ayis - Koko poikkileikkauksen pinta-ala on

- 3~ 20MM A _(100.20+80-20+60-20)mm? = 4800 mm?

= Aya = Ay =2400 mm? joten e =20 mm.

Saia = (60-20-70+20-60-30)mm? =120000 mm?,
| Syia | = (100-20-30+20- 20-10)mm® = 64000 mm®,

joten W, = (120000 + 64000)mm? =184000 mm? ja taysplastiselle momentille saadaan

N
—

M, =240
mm

184000 mm?® = 44.16 KNm .
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5.

A =100-6 = 600mm’ !

A, =69-12 =828mm?* |
A=A + A, =1428mm?
y, =3mm

Y, =6—29+6=40,5mm

1‘6mm

69mm

Pintakeskio: —-

_AVi+Ay, 600-3+828-405 ,, .,
A 1428

Ye

Jayhyysmomentit:

12mm

2 2
Iz = |71+A1y1 + |22+A2y2

~100-6° 12.69°

+600-3%+ +828-40,5°

=1,693836-10°mm*
|, =1, — Ay? =1,693836-10° —1428 24, 742
=8,1980-10° mm*
6-100° 69.12°
y2 = +
12 12
=5,099-10°mm*

y y yl

+1

Pienin (p&é&-)jayhyysmomentti:

l o =15 =5,099-10°mm*
Nurjahduspituus:

|, =0,70-3=2,1m=2,1.10°mm

Kriittinen kuorma:

b _ 7°El,, _ x*-200-10°N/mm?-5,099-10°mm*
¥ |12 (2,1-10°mm)?

Sallittu kuorma

P, 228,2kN

Py=—Y= =76,1kN
n 3

S
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