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Tarkastellaan pitkin x-akselia lilkkuvaa m-massaista hiukkasta, jonka potentiaalienergia on V(x).
Johda Ehrenfestin teoreeman jilkiosa

M=< 0V> rlse

dt ox
v\ (= 4
<§> = j_w ¥(x,1) a‘{’(x,t)dx. (7p.)

a) Osoita, ettd harmonisen oskillaattorin Hamiltonin operaattorin
A2

A=f sma’?

2m 2
keskiarvo (‘P,I:I‘P) on aina ei-negatiivinen ja péttele titd hyviksi kiyttden, ettd H :n

alimman ominaisarvon E; on my®s oltava ei-negatiivinen.
b) H voidaan kirjoittaa muotoon

H= ha)(é+é_ +%), missi
i, =(2mmw) /(—if>+ma)x)
i_=(2mmw)™" (if)+ma)x).

H:n ominaisarvoyhtils on

fI«//,, :hw(n+2l)y/n, n=201,2, ...

Osoita, ettd [4_,4,]=1.
c) Laske tapauksessa, miss4 tilafunktio ¥ on n. ominaisfunktio Ya> keskiarvo harmonisen
oskillaattorin liike-energialle ja potentiaalienergialle. Kuinka suuri osa kokonaisenergiasta

kumpikin on? (8 p.)

Tarkastellaan kahden observaabelin A ja B yleistettyi epdmadréisyysperiaatetta. Madritelldin

f= (A - (A))LP

g=(B-(B))¥.
Koska A ja B ovat Hermiittisia operaattoreita, voidaan A:n standardipoikkeaman neli6 o4?

lausua muodossa
= (¥|(A-(A)) \1'> -
(A-(a)¥|A-(a) (A))¥) =(£]f).

Samoin voidaan lausua o =(g[g).
a) Liéhtien liikkeelle Schwarzin epiyhtildsti

oros =(flf)ele) 2 [fle)
Jjohda (yleistetty) epamadraisyysperiaate

1 2
it 2(5:(A8]).
b) Kiyttden a)-kohdan tulosta, johda tavallinen” paikan ja liikemdérén vilinen Heisenbergin

epdmdérdisyysperiaate sekd lisdksi differentiaaliyhtils minimiepdmé&iriisyysaaltopaketille

(ei tarvitse ratkaista). (8 p.) . .
KAANNA



Tarkastellaan m-massaista hiukkasta ddrettdmén syvéssd pallosymmetrisesséd
potentiaalienergiakuopassa
O,kunr<a
oo, kunr>a.
a) Kirjoita hiukkasen ajasta riippumaton Schrédingerin yhtilé pallokoordinaatistossa.
b) Kiytd ominaisfunktiolle F(r,0,¢) yritettd R(r)Y(8,¢) ja kéyté separointivakiota {(£ + 1)
voidaksesi kirjoittaa radiaalisen ominaisarvoyhtilon.
¢) Ratkaise radiaalinen ominaisarvoyhtdlé (ominaisenergiat ja radiaaliset osat R(r)

ominaisfunktioista) separointivakion arvolla ¢(¢ +1)=0. (7 p.)
Ohje: Ratkaise R:n asemasta u = rR(r),

10,0 1 0 ] 1 &
Pl 2o 2)e L2212
r- or or) rsinf 06 06) r’sin"6 0¢

V(r)=

Opiskelijanumero (myos kirjain), nimi, koulutusohjelma, opintojakson koodi ja kokeen
pdivdamddrd jokaiseen suorituspaperiin.



