T-61.3010 Digitaalinen signaalinkisittely ja suodatus /// (1
Kes#tentti, ma 5.6.2006 klo 17-20. /Simula, Parviainen

Tilaisuudessa ei saa olla omaa taulukkokirjaa. Graafinen laskin sallittu. Tilaisuudessa jaetaan kurssin taulukkomoniste.
Kaikki konseptit palautettava, suttupaperit erikseen. Tehtdvépaperin ja taulukkomonisteen voi pitai.

Aloita uusi tehtéivd uudelta sivulta. Kirjoita laskuissa kiytetyt vilivaiheet mukaan.

1) (7 x 1p = 0-6 p) Monivalinta. Viittémisss on 1-4 oikeaa vastausta, mutta valitse yksi ja vain yksi.

Oikea valinta +1 p, vidra valinta —0.5 p, ei valintaa 0 p. Perusteluja ei tarvita. Vastaa niin moneen kuin haluat.

Tehtdvin maksimipistem#iri on 6 ja minimim#éra 0.

1.1 Sekvenssin z[n] = sin(0.257n? + 0.25)
(A) perusjakso on Ny =2
(B) perusjakso on Ng = 4
(C) perusjakso on Ny =8
(D) perusjakso on Ny = 16
1.2 LTI-suotimen taajuusvaste on H(e') =
2e18w _ g=ivw _ ei 4 2e73%  Tllsin
(A) taajuusvaste on (ldhes aina) kompleksiar-
voinen
(B) taajuusvaste on aina reaalinen ja positiivi-
nen
(C) vaihevaste on lineaarinen
(D) suotimen ryhméviive on nolla

1.3 Sekvenssit z[n] ja h[n] konvoloidaan kesken#sn

ja lopputuloksesta otetaan z-muunnos suppene-
‘misalueessaan (“ROC")

Z{z[n] ® h[n]}
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Mit4 ylld olevasta johdosta voidaan sanoa?

(A) Ollaan johdettu, ettd taajuustason konvo-
luutio vastaa aikatason kertolaskua

(B) Ollaan johdettu, ettd aikatason konvoluutio
vastaa taajuustason kertolaskua

(C) Johdossa ei saa tehdd muuttujanvaihdosta
m=n—k

(D) Johdossa on muita virheits kuin c-kohdassa
esitetty

1.4 Kuvan 1(a) suodin
(A) siirtofunktio on H(z) = %
(B) on kokop#dstésuodin (“allpass”)
(C) on viiveiden suhteen kanoninen rakenne
(D) on FIR-tyyppinen

1.5 Analogisuodin H(s) = 1/(s+ 0.5) muutetaan di-

gitaaliseksi H(z) kdyttden bilineaarimuunnosta.
Digitaalinen suodin on
(A) H(z)=1/(z"*+0.5)
(B) H(z)=2/(1+2z71)
(C) H(z)=(2/3)- (1 +2z71)/(1—(1/3)z7")
(D) H(z)=(1+2"Y -1 -2"1)/(1+052z71)
1.6 Jotta signaali ei vierastu (“aliasing”) n#ytteistyk-
sessi, niytteenottovilin T tulee olla
(A) sama kuin sen signaalikomponentin perus-
jakso Tp, jolla on pisin perusjakso
(B) vahintddn kaksi kertaa niin pitkéd kuin sig-
naalin korkeimman taajuuden perusjakson Tj
(C) véahintdsn puoli kertaa niin suuri kuin sig-
naalin korkeimman taajuuden taajuus fp
(D) enintdin puolet signaalin korkeimman taa-
juuden perusjaksosta Ty
1.7 Reaalisen digitaalisen signaalin spektri | X (e7)]
on kuvan 1(b) mukainen. Spektri on kaistarajoi-
tettu vilille 7/3 < w < 2w/3. Signaalin néyt-
teenottotaajuus korotetaan kolminkertaiseksi, ts.
“upsamplatiin” tekijalla L = 3. Témén jil-
keen signaalin taajuuskomponentteja 16ytyy vé-
ita0<w<m
(A) ei missdén
(B) kaikissa kohdissa
(C) kohdissa /3 <w < 2m/3
(D) kohdissa /9 < w < 2m/9, 47/9 < w <
5m/9 ja Tr/9 < w < 87/9
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Kuva 1: (a) ja (b): Monivalintatehtdvien 1.4 ja 1.7 kuvia.



q‘ 2) (6p) Toisen asteen kausaaliseen FIR-suotimeen (muistit tyhjind) syStetisn lukujono z[n] ja sieltd saadaan ulostulo
\’( y[n]. Sekvenssien alut on piirretty kuvaan 2 ja ensimmiiset lukuarvot ovat:

zln] = {0.2068,0.7760,0.9362,0.6680, —0.1754, —0.7780, —0.9900, .. .}
yln] = {0.1034,0.3880,0.5715,0.7220,0.3804, —0.0550, —0.5827, ...}
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Kuva 2: Tehtdvs 2, sydte z[n] ja vaste y[n].

a) Miki on suotimen impulssivaste h[n]?
b) Miki on suotimen siirtofunktio H(z)?
¢) Hahmottele suotimen napanollakuvio ja amplitudivaste.

d) Selits miksi ulostulo y[n] niytt44 menevin lihes nollaan ajan hetkilld n > 18.

3) (6p) Tutkitaan suodinta kuvassa 3.

a) Mritd suotimen siirtofunktio H(z).
b) Piirrd napanollakuvio. Laske nollien ja napojen etiisyydet origosta.

¢) Hahmottele amplitudivaste |H (e/*)|, kun K = 1. Minké tyyppinen suodin on kyseessi (huomaa tietty
symmetrisyys kertoimissa): alipdéists / ylipisists / kaistanpassto / kaistanesto / kokopé#sto (“allpass”)?

Kuva 3: Tehtdvin 3 suodin.

4) (6p) Suunnitellaan FIR-suodin ikkunamenetelmalld, kun alipisstésuotimen rajataajuus on f, = 4000 Hz ja
néytteenottotaajuus fr = 10000 Hz. Ikkunafunktioiden médrittelyjd ja ominaisuuksia varten tutki taulukkoa 1.
a) Piirrd ideaalisuotimen taajuusvaste H;geat(f).
b) Laske kyseisen ideaalisen suotimen impulssivasteen Rigeqi[n] arvot, kun n = —2...2.

¢) Laske FIR-suotimen kertoimet hp; r[n] ikkunamenetelmslls kiyttden Hamming-ikkunaa wyy [n], jonka pi-
tuus on 5 (M = 2).

d) Arvioi saadun FIR-suotimen kayttokelpoisuutta, kun estokaistalta vaaditaan kyseinen 54,5 desibelin mini-
mivaimennus.




5) (6p) Kuvassa 4 suotimen sisééintuloon tulevien arvojen bittimadrd on B. Kertolaskujen jilkeen méa#ri on 2B. L(

Jotta ulostulo saadaan jilleen B:n bitin suuruiseksi, joudutaan arvoa w[n] kvantisoimaan (lohko Q).

Kvantisointivirhetts voidaan kompensoida ns. virheen takaisinkytkennén (“error feedback”, error-shaping filter”)
avulla. Kuvassa 4 on toisen asteen suodin, jossa mukana on toisen asteen virheen takaisinkytkenté.

Kirjoita ensin differenssiyhtélot e[r]:lle ja win]:lle, ja kirjoita sitten taajuustasossa kvantisoitu ulostulo Y (2)
sisdéntulon X (z), sisiéntuloa muokkaavan osan Hy(2), kvantisointikohinan F(z) ja kvantisointikohinaa muok-
kaavan osan H(z) avulla muodossa

Y(z) = Hy(2)X(2) + He (2)E(z)

ja vastaa
a) kuinka suodin kiyttaytyy, kun kiytOssd dérettomén pitks sananpituus, ts. kvantisointia ei tapahdu ja
e[n] = 0,Vn.

b) kuinka kohinan kokonaisspektri Eyot(2) = He(2)E(2) muokkautuu, jos kompensointia ei kilytetd, ts. k =0,
ja jos e[n] on valkoista kohinaa eli ettd E(z) = 1 kaikilla taajuuksilla.

¢) milli mahdollisimman yksinkertaisella k:n arvolla kohina saadaan siirrettys varsinaisen suotimen estokais-
talle, jossa sen merkitys on vahéisempi.

x[n]

1

Ny

e e

-1 -0.81

Kuva 4: Toisen asteen suodin, jossa toisen asteen virheen takaisinkytkentd.

Relative | Mininum | Length of

Length of side stopband | transition
Window wln], -M <n<<M main lobe lobe attenu- band

Amr Agy ation Aw
Rectangular | 1 4r/(2M+1) | 13.3dB | 20.9dB | 0.92n/M
Hann 0.5+ 0.5 cos(Z22) 8r/(2M+1) | 31.5dB | 43.9dB | 3.117/M
Hamming 0.54 + 0.46 cos(23%) 8r/(2M+1) | 42.7dB | 54.5dB | 3.32n/M
Blackman 0.42 + 0.5 cos(52) + 0.08 cos(3) | 12m/(2M+1) | 58.1dB | 75.3 dB 5.567/M

Taulukko 1: Ikkunafunktioiden ominaisuuksia.
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Disclaimer! Notations, e.g. w or {2, may vary from book to book, or from exam paper to other.

Even and odd functions:
Even{z(t)} = 0.5- [x(t) + z(~t)]
Odd{z(t)} = 0.5 - [a(t) - z(~1)]

Roots of second-order polynomial:
az? +bz+c=0

z = (~bx Vb - dac)/(2a)

Complex numbers:

izj=V-T=-1

z=z4 jy=relt

7=z + 42, 0 = arctan(y/z)

z =rcos(f), y = rsin(f)

&% = cos(f) + j sin(6)

V= Vrel = | Yr|ed0tami/N | g 0,1,2,...,N -1

Trigonometric functions:

sinc(8) = sin(n8)/(xf)

sin(6)/6 — 1, when @ — 0; sinc(6) — 1, when 8 — 0
cos(f) = 0.5¢9¢ 4 0.5¢~79

sin(6) = 0.5je™7¢ — 0.55¢7¢

c0s°(6) + sin(f) = 1

6 0 |n/6 /4 | /3
sin(0) {0 |05 V22 | V372
cos(6) | 1 v3/2 | V32 los

[ /2] 3n/4 ™ ~/2
sin(@) | 1 Vv2/2 |0 -1
cos(f) | 0 ~vZ/2 | -1 0

™ = 3.1416, v/3/2 ~ 0.8660, vZ/2 ~ 0.7071

Geometric series:

"

n:%a"-_—r—l-a, lal <1
N1

o™ = 1382100 o<y

Continuous-time unit step and unit impulse func-

tions:
1,t>0
t) =
#0=10 1 <0
6%°(t) = Fualt), 5(t) =limy_gba(t)
[ 00 =1
S 220 8(t — to)(t) At = z(to)
In DSP notation 274(t) is computed 27 Jo@y-1dt = 2r,
when ¢ = 0, and = 0 elsewhere.

Discrete-time unit impulse and unit step functions:

8ln] = I, n=0

0, n#0

n] = I,n20

p = 0, n<0
Convolution

Convolution is commutative, associative and distributive.
vit) = h(t) @ 2(t) = [, h(r)z(t ~ 1) dr
yin] = hn] @ zjn] = TF> hikjz(n — k]

kwz—o0
Correlation:
eyl = T2 o alnlyln — 1) = ofl) @ y{~1]
reall) =TI zinja{n -
Mean and variance of random signal:
my =E[X] = prx(:z:)d.‘l:
ok = f(z— mxPpx(z)dr = E{X?] - m¥

Frequencies, angular frequencies, periods:
Here f, is sampling frequency (also fr later)
Frequency

Hlfl=Hz=1/s
Angular frequency
Q=2nf =2n/T, [©] = rad/s
Normalized angular frequency

w =2mQ/Qy = 21 f/ f,, [w] = rad/sample
Normalized frequency in Matlab
frareas =2f/f,, [fuarias] = 1/sample

Integral transform properties

Here all integral transforms share some basic properties.
Examples given with CTFT, zln] « X(e*), , [n]
X1(e7), and 23[n) «+ X(e?) are time-domain signals with
corresponding transform-domain spectra. a and b are cons-
tants.

Linearity. All transforms are linesr.

azy[n] + bzafn] «+ aX1(e?) + bXy(e3v)

Time-shifting. There is a kernel term in transform, e.g.,
Tln — k] o> e~k X ()

Freguency-shifting. There is a kernel term in signal e.g.,
ej“’kﬂz[n] - X(ei(w—wk))

Conjugate symmetry.

z*[n] e« X*(e~iv)

If z[n] € R, then

X () = X*(emdw)

X (&™) = 1X (e~}

LX (W) = —£X(e~iw)

If z[n] € R and even, then X (%) € R and even.

If z{n] € R and odd, then X (&%) purely € C and odd.
Time reversal. Transform variable is reversed, e.g.,

z[—n] « X(e~Iv)

Differentiation. In time and frequency domain, e.g.,

zfn] ~zln— 1] & (1 - e=19) X (eiw)

nzn] < 5 X (efv)

Duality. Convolution property: convolution in time domain
corresponds multiplication in transform domain

Z1ln] ® zafn] — X1(e7) - Xa(elv)

and multipication property: vice versa

zifn] -z & f X1(e7%) X (&7 ~9) dg

Parseval’s relation. Energy in signal and spectral compo-
nents:

Tlal)i? = 2 f,, 1X ()P dw

Integral transforms

Definitions given in first two lines of each type. Some com-
mon pairs as well as properties are listed. See math reference
book for complete tables.

Fourier-series of continuous-time periodic signals:
B(t) = T% o, 0 675t

ax = i [ o(t) ekt gy

z(t — tg) «+ agefkloto

eMBoty(t) n app

Jra(Nas(t — 1) dr o Tagh,

Za ()b (t) = Ty arbpy

Edt-z(t) ~+ 7kQoay

Fourier-series of discrete-time periodic sequences:
z[n) = Fim vy @k €5°™ zln] periodic with Ny

o = % E"=(N) z[n}e~dkwon o periodic with Ny

zln — M) e apeikuoM

T-61.3010 DSP 2006 (F)

v. 1.04, 2006-04-25

ejM“"’"x[n] S Qpeps

Continuous-time Fourier-transform (CTFT):
z(t) = & [2X(Q) % dn

X(GQ) = [°° z(t) e~ gt

Tt — i) = 7 X ()

SEg() o X(5(Q - O4))

Za(t) ® 7(t) & Xa (X5 (52)

Za(t)26(t) = £ Xa(30) ® Xu(50)

die(t) = I0X(59)

tz(t) = J i X (72)

7%t s ord(0 — Qo)

cos(Qot) = w[8(2 ~ Q) + 5(Q + Q0)]

sin(Qot) ¢ jn[5( + Q) — 6(Q ~ Q)]

z(t) =1« 276(Q)
Lt <Ty

- 28in(QT,
a(t) o> T @
sin(Wt - - - 17 ’Q[ <w
) o X(j9) {0, Qs w
8(8) = 1

8(t — ty) > €3
e p(t) 57 Where Real{a} > 0

Discrete-time Fourier-transform (DTFT):
zn] = & [, X (/) ein dw
X(ej"’)zé fﬁi_w zfn]e™In X (e) periodic 2
zfn — k]« e~k X (e
R nzln] - X(ei(“’"‘.”‘)) )
z1[n] ® za[n] « Xi(e?v) - Xa(e?)
zy[n] -z 5177 f21r Xl(eﬂ)Xg(eJ(“’"e)) de
nzfn] e jb X (ei)
&40 o 91 5 6w ~ wo ~ 2xl)
cos(won) « 7 3, [6(w — wp — 27l) + 8(w + wo — 2r0)
sin(won) « o Y, [6(w + wp — 2nl) — 8w ~ wy — 21l)
zn] =121, 6(w~ 2xl)
oln] = Linl <Ny o Bl 40.5))

0’ 'nl > Nl sinfw/2
) W ooy
0<|wisw

oy _ 1,
X () = W<l <n

8ln] - 1
8[n — k] -+ gmTkw
a"uln] e la] <1

1
T=ae~7%
Discrete Fourier-transform (DFT):
Connection to DTFT: X[k] = X (&) wmzrr/n
WN = g~i2n/N
zln] = F i XKW, 0<k<N -1
XK =N amwir, 0<k<N-1

n=l
Laplace transform:
Convergence with a certain ROC (region of convergence).
Connection to continuous-time Fourier-transform: s = i
z{t) = 5}{-]- :f]’:: X(s)e**ds
X(s)= 22 z(t)e~tdt
z-transform:
Convergence with a certain ROC (region of convergence).
Connection to discrete-time Fourier-transform: z = /@
z[n] = 5k § X(2)2"~dz
X(2) =30 xn)zm
zfn — k] 275X (2)
za[n] @ zafn] « X1(z) - Xa(2)

all z, except 0 (k > 0) or oo (k < 0)
M) o ko, > 1

—pfn 1) e =y, 2] <1

atuln] e =hor, 2] > g

na"ln] o =i, )2l > |

(nt+Varuln] o rgbergm, 12> Jof

- -1
7 cos(won)uln] s NI 2] > Jr|
. : -1
7" sin(won)pfn] < Kﬁ%@: 2] > ||

LTI filter analysis
Stability 3, |hin]| < oco; unit cirle belongs to ROC
Causality hn] = 0,n < 0; 0o belongs to ROC
Unit step response sln] = Tp__ . hlk]
Causal transfer function of order max{M,N}:
M o bmz™ Y T

H(z) = K Ggpatel g Dl )
Zeros: B(z) = 0; Poles: A(z) = 0; where H(z) = B(2)/A(z)
Frequency, magnitude/amplitude, phase response, z « /¥
H(e) = |H (o) e34H ()
H(e™) = H(z) smgre
HIK] = H(e™) ymzmi/n
Group delay T{(w) = -a‘—j;éH (e?)
Important transform pairs and properties:
adfn — k] «» ae=Ik o g gk
a”uln] e+ 1/[1 — a e}« 1/[1 — az™Y
azfn — k] o ae=ikw X (i) s az"%X(2)
vlrl = hln] ® zin] = Y(2) = H(z) - X(2)
rectangular «+ sinc, sinc « rectangular
LTI filter design (synthesis)
Bilinear transform H(z) = H (8)ls and prewarping
s=k-(1-z"Y/(1+2z"Y), k=1 ork=2/T =2fpr
Sorewarpe =k -tan(we/2), k=1ork=2/T=2fy
Spectral transformations, &, desired cut-off
LP-LP z7! = (371 ~ a)/(1 — az~1), where
@ = sin(0.5(w, — &c))/ sin(0.5(w, + @c))
LP-HP 27! = —(2~1 + a)/(1 + az~1), where
@ = ~¢08(0.5(we + @c))/ cos(0.5(w, — @)
Windowed Fourier series method
H(e) = 1, Jw| < w,
0, w2 we
- hln] = 2R{en) o g gipo(eny
RErr[n] = Rigea[n] - win)
Hrrr(e) = & I Higew (ePYW (e7(w—0)) g
Fized window functions, order N = 2M, -M<n<M:
Rectangular wln] = 1
Hamming win] = 0.54 + 0.46 cos((2mrn)/(2M))
Hann win] = 0.5 - (1 + cos((2mn)/(2M)))
Blackman wln] = 042 + 05 cos((2rn)/(2M)) +
0.08 cos((4wn)/(2M))
Bartlett wln] = 1 — (ln|/M)
Multirate systems
Upsampling with factor L,
culn] = z[n/L],n =0, :i:L,‘:hZL, ...

Zu[n] = 0, otherwise
Xu(z) = X (25), Xu(e?) = X (eI4F)
Downsampling with factor M. s
zafn] = z[nM]
Xale) = (/M) Tl X (/MW
Xale) = (1/M) 5,557 X (edto-2miy/aa)
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