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Kirjoita jokaiseen koepaperiin nimesi, opiskelijanumerosi ym. tiedot !
Laskin (yo-kirjoituksissa hyv̈aksytty) on sallittu apuv̈aline täss̈a kokeessa!

1. OlkoonΩ = { (x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1 }. Mill ä positiivisilla lu-
vuilla µ ja ν funktio ϕµ,ν(x, y) = sin(µx) sin(νy) on ominaisarvoproblee-
man

−∆u = λu joukossa Ω,

u = 0 reunalla ∂Ω,

ominaisfunktio ja mik̈a on silloin vastaava ominaisarvo? Löytyykö tällä ta-
valla ominaisfunktioitaψ1 jaψ2, jotka liittyvät samaan ominaisarvoon, mut-
ta joille ei p̈adeψ1 = cψ2 jollakin vakiolla c?

2. Oletetaan, että funktio g on jatkuva ja rajoitettu v̈alill ä (0,∞). Johda
yhtälön











ut(x, t) = uxx(x, t), x > 0, t > 0,

u(0, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = g(x), x > 0,

ratkaisulle kaavau(x, t) = 1
2
√

πt

∫ ∞

0

(

e−
(x−y)2

4t − e−
(x+y)2

4t

)

g(y) dy, (käytẗaen

hyväksi esim. jotain muuta tunnettua ratkaisukaavaa). (Vaihtoehtoisesti,
mutta ẗamä on hankalampaa, osoita, että ẗamä kaava antaa ratkaisun.) Jos
v on saman yhẗalön (alku- ja reunaehtoineen) toinen ratkaisu, niin mitä on
funktiostav oletettava, jotta maksimiperiaatteen nojalla voitaisiinpäätell̈a
etẗau = v? (Vastaukseksi ei kelpaa oletusu = v.)

3. Olkoonu yhtälön utt(x, t) = uxx(x, t) ratkaisu kun0 < x < 1 siten,
etẗau(0, t) = ux(1, t) = 0 kun t > 0. Mitä voidaan sanoa funktiostae(t) =
1
2

∫ 1

0
(ux(x, t)

2 +ut(x, t)
2) dx? Perustele! Voit olettaa, ettäu on kaksi kertaa

jatkuvasti derivoituva.

4. Määritä yhẗalönut + (u+u2)x = 0 (distribuutio)ratkaisu kunx ∈ R ja
t > 0 (joka on (b)-kohdassa jatkuva) olettaen, että

(a) u(x, 0) = 1 kunx < 0 ja u(x, 0) = −1 kunx > 0.
(b) u(x, 0) = −1 kunx < 0 ja u(x, 0) = 1 kunx > 0.

Toiselta sivulta l̈oytyy pari (satunnaisesti valittua?) kaavaa!



Φ(x) =











−
1

2π
ln(|x|), d = 2

1

(d− 2)a(Sd−1)

1

|x|d−2
, d ≥ 3,

u(x, t) = (4πt)−
d
2

∫

R
d

e−
|x−y|2

4t u0(y) dy, x ∈ R
d, t > 0,

u(x, t) = (i4πt)−
d
2

∫

R
d

ei |x−y|2

4t u0(y) dy, x ∈ R
d,

u(x, t) =
t

2

1

v(B(x, t))

∫

B(x,t)

1
√

t2 − |y − x|2

(

g(y) +Dg(x) · (y − x) + th(y)
)

dy,

u(x, t) =
1

a(∂B(x, t))

∫

∂B(x,t)

(g(y) +Dg(y) · (y − x) + th(y)) dS(y).


