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2. välikoe 30.3.2010

Kirjoita jokaiseen koepaperiin nimesi, opiskelijanumerosi ym. tiedot !
Laskin (yo-kirjoituksissa hyv̈aksytty) on sallittu apuv̈aline täss̈a kokeessa!

1. OlkoonΩ = { (x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1 }. Mill ä positiivisilla lu-
vuilla µ ja ν funktio ϕµ,ν(x, y) = sin(µx) sin(νy) on ominaisarvoproblee-
man

−∆u = λu joukossa Ω,

u = 0 reunalla ∂Ω,

ominaisfunktio ja mik̈a on silloin vastaava ominaisarvo? Löytyykö tällä ta-
valla ominaisfunktioitaψ1 jaψ2, jotka liittyvät samaan ominaisarvoon, mut-
ta joille ei p̈adeψ1 = cψ2 jollakin vakiolla c?

Ratkaisu:Derivoimalla todetaan, että

− ∆ϕµ,ν(x, y) = −
(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)

ϕµ,ν(x, y)

= µ2ϕµ,ν(x, y) + ν2ϕµ,ν(x, y) = (µ2 + ν2)ϕµ,ν(x, y).

Selv̈astikin∂Ω = { (x, y) : x = 0, 0 ≤ y ≤ 1 } ∪ { (x, y) : y = 0, 0 ≤ x ≤
1 } ∪ { (x, y) : x = 1, 0 ≤ y ≤ 1 } ∪ { (x, y) : y = 1, 0 ≤ x ≤ 1 }. Kun
x = 0 tai y = 0 niin ϕµ,ν(x, y) = 0 mutta kunx = 1 niin ϕµ,ν(x, y) = 0
kaikilla y ainoastaan jossin(µ) = 0. Täsẗa seuraa, että µ = πm miss̈a
m = 1, 2, 3, . . .. Samalla tavalla n̈ahd̈aän, etẗa kuny = 1 niin ϕµ,ν(x, y) =
0 kaikilla x ainoastaan jossin(ν) = 0 Täsẗa seuraa, että ν = πn miss̈a
n = 1, 2, 1, . . .. Näin ollen saadaan ominaisfunktio ainoastaan josµ = πm

ja ν = πn miss̈am,n = 1, 2, 3 . . .. Vastaava ominaisarvo on silloinλm,n =
π2m2 + π2n2).

Jos nyt esimerkiksim = 1 ja n = 2 niin λ = 5π2 mutta sama omi-
naisarvo saadaan myös josm = 2 ja n = 1 mutta sin(πx) sin(2πy) 6=
c sin(2πx) sin(πy) eli samaan ominaisarvoon voi liittyä monta erilaista
ominaisfunktiota.



2. Oletetaan, että funktio g on jatkuva ja rajoitettu v̈alill ä (0,∞). Johda
yhtälön











ut(x, t) = uxx(x, t), x > 0, t > 0,

u(0, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = g(x), x > 0,

ratkaisulle kaavau(x, t) = 1

2
√

πt

∫ ∞
0

(

e−
(x−y)2

4t − e−
(x+y)2

4t

)

g(y) dy, (käytẗaen

hyväksi esim. jotain muuta tunnettua ratkaisukaavaa). (Vaihtoehtoisesti,
mutta ẗamä on hankalampaa, osoita, että ẗamä kaava antaa ratkaisun.) Jos
v on saman yhẗalön (alku- ja reunaehtoineen) toinen ratkaisu, niin mitä on
funktiostav oletettava, jotta maksimiperiaatteen nojalla voitaisiinpäätell̈a
etẗau = v? (Vastaukseksi ei kelpaa oletusu = v.)

Ratkaisu:Määritellään g(x) = −g(−x) kun x < 0 (miten g määritellään
kun x = 0 on ep̈aolennaista) ja ratkaistaan yhtälö ut = uxx kun t > 0 ja
x ∈ R alkuarvollau(x, 0) = g(x), x ∈ R. Silloin ratkaisuksi saadaan

u(x, t) =
1

2
√
πt

∫ ∞

−∞
e−

(x−y)2

4t g(y) dy

=
1

2
√
πt

∫

0

−∞
e−

(x−y)2

4t g(y) dy +
1

2
√
πt

∫ ∞

0

e−
(x−y)2

4t g(y) dy

= − 1

2
√
πt

∫

0

−∞
e−

(x−y)2

4t g(−y) dy +
1

2
√
πt

∫ ∞

0

e−
(x−y)2

4t g(y) dy

= − 1

2
√
πt

∫ ∞

0

e−
(x+y)2

4t g(y) dy +
1

2
√
πt

∫ ∞

0

e−
(x−y)2

4t g(y) dy

=
1

2
√
πt

∫ ∞

0

(

e−
(x−y)2

4t − e−
(x+y)2

4t

)

g(y) dy.

Jos ẗaḧan sijoitetaanx = 0 niin saadaan

u(0, t) =
1

2
√
πt

∫ ∞

0

(

e−
y
2

4t − e−
y
2

4t

)

g(y) dy = 0,

joten reunaehto on voimassa.
Koskag oletuksen mukaan oli rajoitettu niin myösu(x, t) on rajoitet-

tu kaikilla x > 0 ja t > 0 joten josv(x, t) on toinen ratkaisu jolle p̈atee
|v(x, t)| ≤ Aeax2

joillakin vakioilla A ja a niin samanlainen ylärja on voi-
massa mÿos erotukselleu − v ja silloin maksimiperiaatteesta seuraa, että
u = v koskau(x, t) − v(x, t) = 0 kun t = 0 tai x = 0 oletuksen mukaan.



3. Olkoonu yhtälön utt(x, t) = uxx(x, t) ratkaisu kun0 < x < 1 siten,
etẗau(0, t) = ux(1, t) = 0 kun t > 0. Mitä voidaan sanoa funktiostae(t) =
1

2

∫

1

0
(ux(x, t)

2 +ut(x, t)
2) dx? Perustele! Voit olettaa, ettäu on kaksi kertaa

jatkuvasti derivoituva.

Ratkaisu:Derivoimalla todetaan, että

e′(t) =

∫

1

0

(ux(x, t)uxt(x, t) + ut(x, t)utt(x, t)) dx,

ja osittaisintegroinnilla, että
∫

1

0

ux(x, t)uxt(x, t) dx =

/1

0

ux(x, t)ut(x, t) −
∫

1

0

uxx(x, t)ut(x, t) dx.

Koska oletuksen mukaanutt(x, t) = uxx(x, t) niin saadaan

e′(t) =

/1

0

ux(x, t)ut(x, t) +

∫

1

0

(utt(x, t) − uxx(x, t))ut(x, t) dx

= ux(1, t)ut(1, t) − ux(0, t)ut(0, t).

Reunaehdoista seuraa suoraan että ux(1, t) = 0. Koska lis̈aksiu(0, t) = 0
kaikilla t niin pätee mÿosut(0, t) = 0 eli e′(t) = 0 kaikilla t jotene(t) on
vakio.

4. Määritä yhẗalönut + (u+u2)x = 0 (distribuutio)ratkaisu kunx ∈ R ja
t > 0 (joka on (b)-kohdassa jatkuva) olettaen, että

(a) u(x, 0) = 1 kunx < 0 ja u(x, 0) = −1 kunx > 0.
(b) u(x, 0) = −1 kunx < 0 ja u(x, 0) = 1 kunx > 0.

Ratkaisu:Täss̈a tapauksessaf(u) = u + u2 joten f ′(u) = 1 + 2u.
Näin ollen karakteristikat toteuttavat yhtälön ξ′(t) = f ′(u(ξ(t), t)) =
f ′(u(ξ(0), 0, )) = 1 + 2u(ξ(0), 0). (a)-kohdassa tämä merkitsee siẗa, etẗa
ξ′(t) = 3 jos ξ(0) < 0 ja ξ′(t) = −1 jos ξ(0) > 0 joten karakteristikat
leikkaavat toisiaan ja jatkuvaa ratkaisua ei ole. Rankine-Hugoniotin ehdon
mukaan ep̈ajatkuvuusk̈ayr̈allex = h(t) saadaan ehdoksi

h′(t) =
f(1) − f(−1)

1 − (−1)
=

1 + 1 − (−1 + 1)

2
= 1,

joten ratkaisuksi saadaan

u(x, t) =

{

1, x < t,

−1, x > t.



(b)-kohdassa saadaanξ′(t) = −1 josξ(0) < 0 ja ξ′(t) = 3 josξ(0) > 0
joten osittainen ratkaisu on

u(x, t) =

{

−1, x < −t,
1, x > 3t.

Kun−t < x < 3t haetaan ratkaisu muodossau(x, t) = g(x

t
) ja sijoittamalla

tämä lauseke yhẗalöön saadaan ehdoksif ′(g(x

t
)) = x

t
josta p̈aätell̈aän, etẗa

g(r) = 1

2
(r − 1) jolloin

u(x, t) =
1

2

(x

t
− 1

)

, −t ≤ x ≤ 3t.


