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Kirjoita jokaiseen koepaperiin nimesi, opiskelijanumerosi ym. tiedot !
Laskin (yo-kirjoituksissa hyaksytty) on sallittu aplidine tassi kokeessa!

1. OlkoonQ = {(z,y): 0 <z < 1,0 <y < 1}.Milla positiivisilla lu-
vuilla p ja v funktio ¢, , (x, y) = sin(ux) sin(ry) on ominaisarvoproblee-
man

—Au = Au joukossa (2,
u=0 reunalla 09,

ominaisfunktio ja mil on silloin vastaava ominaisarvo@ytyyko talla ta-
valla ominaisfunktioita), ja 1, jotka liittyvat samaan ominaisarvoon, mut-
ta joille ei padewy; = ¢y, jollakin vakiolla c?

RatkaisuDerivoimalla todetaan, et

0? 0?
—Apy(2,y) = — (@ + a_yg) P (T,Y)

= 120 (T, y) + V(T y) = (1 4+ V) (2, y).

SehastikindQ = { (z,y) :2=0,0<y <1}U{(z,y):y=0,0<
1U{(z,y)re=10<y<1}U{(z,y):y=10<2<1 n
r = 0taiy = 0niin ¢, ,(z,y) = 0 mutta kunz = 1 niin ¢, ,(z,y) =0
kaikilla y ainoastaan josin(x) = 0. Tast seuraa, €ty = mm missA
m = 1,2,3,.... Samalla tavalla@hdian, eth kuny = 1 niin ¢, ,(z,y) =
0 kaikilla = ainoastaan josin(rv) = 0 Tast seuraa, €itr = 7mn missA
n = 1,2,1,.... Nain ollen saadaan ominaisfunktio ainoastaaryjes mm
jav =mnmissam,n =1,2,3.... Vastaava ominaisarvo on silloiy, ,, =
w*m? + 12n?).

Jos nyt esimerkiksin = 1 jan = 2 niin A\ = 572 mutta sama omi-
naisarvo saadaan ray josm = 2 jan = 1 muttasin(rz)sin(2ry) #
csin(27x) sin(7y) eli samaan ominaisarvoon voi liilymonta erilaista
ominaisfunktiota.




2. Oletetaan, et funktio g on jatkuva ja rajoitettu &lilla (0, c0). Johda
yhtalon

u(z,t) = uge(z,t), x>0,t>0,

u(0,t) =0, t>0,

u(z,0) =g(z), x>0,

_ @=y)? (a+y)?

ratkaisulle kaava(z,t) = ﬁ Is i — e @ > g(y) dy, (kayttaen
hyvaksi esim. jotain muuta tunnettua ratkaisukaavaa). (Waihtbisesti,
mutta ima on hankalampaa, osoita,&thma kaava antaa ratkaisun.) Jos
v on saman yf#lon (alku- ja reunaehtoineen) toinen ratkaisu, niinanoi
funktiostav oletettava, jotta maksimiperiaatteen nojalla voitaig@atelia
etthu = v? (Vastaukseksi ei kelpaa oletus= v.)

RatkaisuMaaritellaan g(x) = —g(—=z) kunz < 0 (miten g maaritellaan
kun x = 0 on ef@olennaista) ja ratkaistaan @i v, = u,, kunt > 0 ja
z € R alkuarvollau(z, 0) = g(z), € R. Silloin ratkaisuksi saadaan

_(e= y)2

t d
u(x,t) =5 \/— g9(y) dy
_(e— u) ( ) _(a— u)2 )d
2\/— gly 2\/— g(y) dy
(== y) _(z— u>2
= — d
- ¢_ 9(—y)dy + f a(y) dy
(«L+y)2 _@—y? u>2
= d
_(z= y) (z+u)?
—e 4 dy.
=3 \/— ( )g(y) y

Jos &han sijoitetaan: = 0 niin saadaan

u(0,) =

2\/— (e T —e 4i)g(y)dy=0,

joten reunaehto on voimassa.

Koskag oletuksen mukaan oli rajoitettu niin ragu(x, t) on rajoitet-
tu kaikillaz > 0 jat > 0 joten josv(z,t) on toinen ratkaisu jolle gtee
lu(z,t)| < Ae™” joillakin vakioilla A ja a niin samanlainen yrja on voi-
massa mys erotukselle: — v ja silloin maksimiperiaatteesta seuraaaett
u = v koskau(z,t) — v(z,t) = 0 kunt = 0 tai = = 0 oletuksen mukaan.




3. Olkoonu yhtalon uy(x,t) = u,.(z,t) ratkaisu kun) < z < 1 siten,
ettiu(0,t) = u,(1,t) = 0 kunt > 0. Mita voidaan sanoa funktiostét) =

3 fol (ue(z,t)? +us(x, t)?) dz? Perustele! Voit olettaa, étt: on kaksi kertaa
jatkuvasti derivoituva.

RatkaisuDerivoimalla todetaan, et

(1) = /O (1t (2, )1tz (2, £) + (2, g, ) dl,

ja osittaisintegroinnilla, et

/O1 Up (2, ) Uy (2, 1) dv = zlum(x,t)ut(x,t) - /01 Uaw (2, t)us(, ) O,

Koska oletuksen mukaan, (z,t) = u,.(z,t) niin saadaan

e'(t) = /0 Uy (z, t)uy (2, t) —i—/o (e (,t) — U (x, t))ug(x, t) da
= (1, t)ue(1,t) — ug (0, ¢)u (0, 1),

Reunaehdoista seuraa suoraaé ef{1,t) = 0. Koska ligiksiu(0,¢) = 0
kaikilla ¢ niin patee mysu,(0,t) = 0 eli ¢/(t) = 0 kaikilla ¢ jotene(t) on
vakio.

4. Maarita yh@lonu, + (u+ u?), = 0 (distribuutio)ratkaisu kun € R ja
t > 0 (joka on (b)-kohdassa jatkuva) olettaenaett

(@) u(z,0) =1kunz < Ojau(z,0) = —1kunz > 0.

(b) u(x,0) = =1 kunz < 0jau(z,0) =1kunz > 0.

Ratkaisu:Tasé tapauksessd(u) = u + u? joten f'(u) = 1 + 2u.

Nain ollen karakteristikat toteuttavat Wbn ¢'(t) = f'(u(&(t),t)) =

f(u(€(0),0,)) = 1+ 2u(£(0),0). (a)-kohdassaama merkitsee sit, ett

€'(t) =3jos€(0) < 0jal(t) = —1jos&(0) > 0 joten karakteristikat
leikkaavat toisiaan ja jatkuvaa ratkaisua ei ole. Rankingdtiotin ehdon
mukaan epjatkuvuuskyralle x = h(t) saadaan ehdoksi

) —f(=1) 1+1-(-1+1)
1—(-1) 2

joten ratkaisuksi saadaan

1 <t

R'(t) = =1,

-1, z>t.



(b)-kohdassa saadadiit) = —1jos&(0) < 0jag’(t) = 3jos&(0) > 0
joten osittainen ratkaisu on

-1, =< —t,
w(w,t) = 1 x > 3t

Kun —t < z < 3t haetaan ratkaisu muodossa, t) = g(7) ja sijoittamalla
tama lauseke yliloon saadaan ehdokgi(g(7)) = 7 josta @atelldan, eté
g(r) = (r — 1) jolloin

1z
u(x,t):§<——1>, —t <ax <3t




