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Téyts selvisti jokaiseen vastauspaperiin kaikki otsaketiedot. Merkitse kurssikoodi-kohtaan opintojakson
numero, nimi ja onko kyseessd tentti vai vilikoe. Koulutusohjelmakoodit ovat ARK, AUT, BIO, EST,
ENE, GMA, INF, KEM, KJO, KTA, KON, MAK, MAR, PUU, RAK, TFY, TIK, TLT, TUO, YHD.

Kokeessa saa kdyttad funktiolaskinta, ei muita apuvélineitid. Koeaika on 3h.

1. Ratkaise differentiaaliyhtaloryhmé

Yi = 3y1 + 2y,
yé =2y

kirjoittamalla yhtdloryhmé muotoon y’ = Ay ja diagonalisoimalla matriisi A.

Ratkaisu: Matriisiksi saadaan A = B (2)], jonka ominaisarvot A\; = 4 ja Ay = —1.

Vastaavat ominaisvektorit ovat esimerkiksi x; = [_}2} sekd xg = [ﬂ . Differentiaaliyhtilon
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[—21 ﬂ . Loppu onkin matriisivektoritulojen laskemista, jota tdhin

ratkaisu on siis

971
; - _1
jossa | 5 4| =-%

ei jaksa kirjoittaa.

2. a) Rautalanka, jonka pituus on 4 m, leikataan kahteen osaan. Toisesta osasta rautalankaa
vadnnetdin ympyran kehd ja toisesta osasta rautalankaa védnnetddn nelion kehd. Miten
rautalanka olisi leikattava ja vAdnnettdva, jotta rautalangasta védnnettyjen ympyrén ja
nelion yhteenlaskettu pinta-ala olisi mahdollisimman suuri? _

b) Kirjoita Taylorin sarja funktiolle f(z) = In(1 — z) kehityskeskipisteend z = 0. Laske
tamén sarjakehitelmén avulla
x
lim ———.
220 In(1 — 2)
Tarkista tuloksesi 'Hospitalin séannolla.
Ratkaisu: a) Maksimoidaan funktiota

fl@) = (%)2_{_ (4;"’>2, z€0,4]

Derivoimalla saadaan

oy =om (B Lyoftzey i o2 d-z (L LY, 1
f(”)”%(zw)zw“( 1 )4‘% s\ t8)" 2
Toinen derivaatta on positiivinen, funktio on siis konveksi ja maksimi saavutetaan péite-

pisteessi = = 0 tai £ = 4. Laskemalla ja vertaamalla todetaan, ettd maksimikohta on pis-
teessid = 4. Rautalankaa ei siis leikata lainkaan, vaan rautalangasta vainnetdan ympyran

keha.
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b) Jos merkitdsn f(z) = In(1 — z), niin f'(z) = —13= ja edelleen f®)(z) = L—%I)f(—:)—k—ll
kaikilla k& > 2. Siis f(0) = 0, f'(0) = —1, ja f®(0) = ( 1) *(k—1)! kaikilla k > 2. Taylorin

sarja on siis
— 1) oo 1 k
flz)=—-z+ E ) E )

Koska In(1 — z) = —z + O(2?) niin

lim ad = lim a = lim 1 L 1
e==0In(l—2) o=0—-z+0(z?) 2-0-140(z) -1

Sama tulos olisi tullut “sairaalasisnnolls” paljon helpommin.

a) Ratkaise likimaaraisesti yht4ls z2 cos(z) + 2z + 1 = 0 Newtonin menetelmilli siten, etti
virhe on itseisarvoltaan korkeintaan 1076, Alkuarvona voit kiyttdd zo = 0.

4
/ 2lnz dr.
2

Ratkaisu: a) Merkitain f(z) = 2? cos(z) +2z+ 1, jolloin f'(z) = 2z cos(z) — 2 sin(z) + 2.
Newtonin menetelmén mukaan on silloin laskettava

f(zn) 25 cos(@n) + 22, + 1

Tpt1 = Tn — fl(:cn) = 2z, COS(mn) - mnz sin(mn) +2

b) Laske osittaisintegroimalla

Jos valitaan zy = 0, niin saadaan:

zo = 0.00000000

z1 = —0.50000000
z9 = —0.67660812
z3 = —0.67963664
x4 = —0.67963478

Koska f(z4) = 2.7-1072 > 0 ja f(z4 — 107%) = —1.2- 10~% < 0 niin nihd4sin merkinvaih-
tolauseen nojalla, ettd z4 = —0.67963478 kelpaa haetuksi likiarvoksi.

b) Osittaisintegroidaan valitsemalla U = Inz ja dV = z3dz. Tallsin dU = TjaV =izt

Saadaan ) ) ) ) )
3 _to4 _ 4 _ 4 1.4
/:c Inzdr = 4z Inz /41' xdw 4w Inz 163:

Sijoittamalla integroimisrajat saadaan jotain sellaista (ellen pahasti erehdy) kuin 1241n2—
15.

; Laske méiramé&ton integraali

dr.

/xS—az4~4a:3—:v2—6z+7

3 —22 -4z -6

(Huom: Nimitt&jd Q(z) voidaan kirjoittaa muotoon Q(z) = (z — 3)(x? + 2z + 2).)
Ratkaisu:




Olkoot P(z) := 2° — 2* — 4% — 2% — 62 4+ 7 ja Q(z) := 23 — 22 — 4z — 6. Hajotelmassa
Q(z) = (¢ — 3)(z® + 22 + 2) lausekkeen 72 + 2z + 2 = (z 4+ 1)® 4+ 1 nollakohdat ovat
imaginaarisia, koska se on aidosti positiivinen kaikilla 2 € R. Jakolaskulla saadaan

P(z) N 522 — 6z 4 7
Qz) Qz)

Hajotetaan jalkimméinen termi (jako jééinnos) kahteen osaan osamurtokehitelmalls seuraa-
vasti

52 -6z 47 A 4 Bz+C _ (A+B)z?+ (24— 3B+ C)z+24-3C
Q(x) -3 2242c+2 Q(z) ’
josta saadaan ehdot
A+B =5
2A-3B+C = -6
2A-3C = 1,
eli A=2,B=23,C = -1. Siis
50— 6z+7 2 Lo %=1 2 §(z+2)-4
Q(z) -3 a?2+2c+2 z-3 2242%2+2

Huomaa etté oikealla puolella esiintyvi 2z + 2 on nimittéjan 22 + 2z + 2 derivaattal Nyt
voidaan laskea ko. integraali

P T
/ QEQ dr = fs(x2 + :1:—2—3 +3- a:22+2-+:_zf+-2 - (z+$2+1) dz
= % +2Injz - 3|+ $In(2? + 22 + 2) — 4arctan(z + 1) + C.




