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Tentti/välikoe 1 14.3.2009.

Tentti: Tehtävät 2, 4, 5, 6, 7.
Välikoe 1: tehtävät 1�4.

1. Määritä lukujen 138 ja 177 suurin yhteinen tekijä d ja sellaiset kokonaisluvut
m ja n, että d = 138m + 177n.
Huom: suurin yhteinen tekijä = syt = greatest common divisor = gcd.

2. Neliön symmetriaryhmä D4 sisältää kolme kiertoa, neljä peilausta ja neutraa-
lialkion e = identtinen kuvaus.
a) Numeroi neliön kärjet ja esitä symmetriat permutaatioryhmän S4 alkioina.
b) Anna esimerkki symmetriasta, jota vastaava permutaatio on pariton.
c) Onko D4 Abelin ryhmä? (vaihdannainen eli kommutatiivinen eli abelian)
d) Onko D4 = S4?

3. a) Selitä, mitä tarkoittaa normaali aliryhmä.
b) Olkoon ϕ : G → H ryhmien välinen homomor�smi. Osoita, että Kerϕ on
ryhmän G normaali aliryhmä.

4. Olkoot H ja K ryhmän G normaaleja aliryhmiä ja H ∩K = {e}. Osoita, että
funktio ϕ : H×K → HK, ϕ(h, k) = hk, on isomor�smi. Oletetaan tunnetuksi,
että H ×K = {(h, k) | h ∈ H, k ∈ K} < G × G ja HK = {hk | h ∈ H, k ∈
K} < G ovat ryhmiä.

5. a) Olkoot a ja b kommutatiivisen renkaan nilpotentteja alkioita. Osoita, että
a + b on nilpotentti.
b) Osoita vastaesimerkillä, ettei tulos aina päde epäkommutatiivisille renkaille.
Vihje: Tutki esimerkiksi 2× 2-matriiseja.

6. Osoita, että tekijärengas Z[x]/(x2 + 1) on isomor�nen renkaan Z[i] = {a + bi |
a, b ∈ Z} kanssa. Merkintä (x2 + 1) tarkoittaa polynomin x2 + 1 virittämää
ideaalia.

7. a) Osoita, että polynomi x4 − 2 on Q-irredusoituva (irreducible over Q).
b) Määritä pienin rationaalilukujen kuntalaajennus K, joka sisältää reaalilu-
vun 4
√

2. Mikä on tämän kuntalaajennuksen aste [K : Q]?

Huomautus tenttijöille: Jos aiot palauttaa laskutehtäviä vielä tentin jälkeen, niin
kirjoita siitä huomatus vastauspaperin alkuun. Odotan silloin tehtäviä ennen arvo-
sanan antamista.


