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Tentti 12. 5. 2008

Kirjoita jokaiseen koepaperiin selvasti
- koko nimesi puhuttelunimi alleviivattuna
- osasto, vuosikurssi tentin paivamaara seké tentittava opintojakso koodeineen
- opiskelijanumerosi (mukaanlukien tarkastuskirjain)
- monettako kertaa olet ko. opintojaksoa suorittamassa
- min& vuonna olet suorittanut pakolliset harjoitustehtavat

1. Suorakaiteen muotoisen taivutetun laatan kinematiikka voidaan maarittaa
siirtymévektorilla
G =—Z%T—Z%j+(W1+W2)E
dx dy
jossa W, =w;(X) jaw, =w,(y). Johda laatan tasapainoyhtal6t, kun materiaali
oletetaan lineaarisesti kimmoiseksi ja tasojannitystila laatassa vallitsevaksi.
Kimmokerroin on E, Poissonin vakio vja laatan paksuus h. Laattaa kuormittaa

tasan jakaantunut vakio kuormitus g, .

2. Tarkastellaan oheista paistaan vapaasti tuettua
sauvaa, jonka pituus on L, taivutusjaykkyys EI ja
jonka kuormitus on g (vakio). Taivutetun sauvan
taipuma v(x) madritetaédn tavallisesta differen-

tiaaliyhtalosta

d'v(x) _ q
dx*  El
Ratkaise tehtava Fourier’n sarjoja kayttaen.

3. Oheinen kolmion muotoinen ortotrooppinen laatta .
on tuettu kiertyméttomasti yhtd reunaa pitkin, b ‘ m g~
vapaasti toista ja yksi sivu on taysin vapaa. Méaa- ‘ .
ritd myotoviivateoriaa kdyttden laatan tasan
Jakaantuneen kuorman raja-arvo q,.

4. Oheinen suorakaiteen muotoinen levy
(axb), joka on kaikilta reunoiltaan

vapaasti tuettu, on puristettu toisessa p
suunnassa tasan jakaantuneella

reunakuormalla p ja vedetty toisessa —
suunnassa vastaavasti kuormalla k p.

Maaritd, milla kuormaparametrin p arvolla
levy lommahtaa. Miten se on riippuvainen
poikittaisesta vetavasta kuormasta eli
kertoimesta k? Levyn taivutusjaykkyys on
D ja paksuus h.
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RATKAISUT
: . # dw, - _dw, - -~
1. Annettu kinematiikka U=—-2—=1-2—=j+ (W, +wW,)k
dx dy
2 2

(€, =7y =Vu=7x=0)

muodonmuutokset & =-z—> jag, =-72—2
g dx? Y dy?

sisdinen virtuaalinen ty0

h/2 2 2
(Gxd 5Wl+0 d §W2]dsz

- oe, +o,0¢, )dV =
J. U 6‘ U & )d _[ r}’./z dXZ y dy2
h/2 h/2
momenttiresultantit M, = j o,2dz ja M, = I o202
~h/2 ~h/2
saadaan
2 2 2 )
SW :I de 5\2N1+Myd 5\2/v2 A:J- de (§W1-|2-5W2)+Myd (§w142r5w2) A
dx dy n dx dy

osittaisintegrointi
2

d’mM, d°M
OW, = || (—=2+ L)(Sw, +Sw,) dA
: JA:[ dx?  dy?

[, d(5W1d:5W2) dMX(5w1+5w2))dy
Q

d(ow, +ow,) dM
+ (M, ( 1dy 2) dyy(5W1+5W2))dx]

Q
ulkoinen virtuaalinen tyo oW, =_|.q0 (ow, +ow,)dA.
A

Virtuaalisen tyon periaate oW, + oW, =0
2

d’M, d°M
OW, + W, :I ( dx2x + dy2y +qo)(§wl+§wz)]dA

[j (M, 25— M 55w+ 5wy
Qx
dM

j M, dowy _ My 55w, +5w,))ix]
dy  dy

—

Q




tasapainoehto ja reunaehdot

—akselin
d’M,  d*M, M, =0 tai dow, _, Y mase
> + 2 +0,=0 dx suuntaisilla
X y Q,=0 tai Sw+6w, =0 siwuilla
M, =0 tai dow, 0 x—aks_el_ln
dy suuntaisilla

Q=0 tai ow+ow,=0] sivuilla

d2W1 dwz) ja d’w, dewl
e y dy? dx?

. . d4w1 d*w,
tasapainoehdot pelkistyvét D( o + e )+Q, =0
X y

tasojannitystila M, = D(

)

Vapaasti paistaan tuetun palkin reunaehdot q

v(0) =v(L)=v"(0)=Vv"(L)=0

reunaehdot toteuttava ratkaisu

v(X) = ZV sm(nﬂx

kuormituksen sarjakehitelma
nzX

PO =3 p, sin(*)

jossa p, ——_[qsm( )dx_qu{_C S(””X)LO ( -(-D" )—_(2n q1)

Sijoittamalla differentiaaliyhtal66n saadaan

Z{Elv ((2n 1)7r) 4q }Sin((Zn—Ll)ﬁx):O Ly 4qL*

~ @2n-Dr " (2n-1°7°El
. & 4qL* _(2n-1)7x

aedelleen v(x) =
. M= 2 Gy T )

yksi termi sarjasta  v(L/2) =0.01307qL*/ElI
(tarkka arvo v(L/2) =5qL" /384El =0.01302qL* / EI )



3.

Kuvasta saadaan

. b
b ssina ab
—_——— = S=—
a a-—-Sscosa asina +bcosa
sisainen virtuaalinen tyo o
- a |
) 1 2
W, =mssina +2m(a+scosa) =
SCcosa ssina tan o
a
=m(tana + +2-)
tan b

ulkoinen virtuaalinen tyo
W, =3+abg =+gab

virtuaalisen ty6n periaate

6m 4 a
W, =W = =—(tana + +2—
u =W a=- ( an b)
minimointi
dg 6m 1 4 +
—=— - =0) = tana=",2 =
da ab (cosza Sinzaj( ) e T
Probleeman osittaisdifferentiaaliyhtélo on D
o'w . o*w  d'w  poPw kpoPw >
Tt St =T Nt Y a2
oX ox“oy: oy Dox“ D oy

ja reunaehdot
w(0,y)=w(a,y)=w(x,0) =w(x,b)=0

6m(4+2a/b)

ab
kp
uﬂmmmmmt]mmmmmmm X
- —  — & p
‘~D~ ) b\ -
P —

k
y p

@(0, y) =@(a, y) :@(X,O) :%(x,b) =0

oy

Navierin ratkaisu reunoiltaan vapaasti tuetulle laatalle

w(X,y) = Z Z Amsm(—)sm(

n=lm=1

m;zy)

sijoittamalla ratkaisu osittaisdifferentiaaliyhtaloon saadaan



2 2 .2 2 4 _4 2 2

© ® n“rz Nz mz- mnx pnzc kpmoz®| . nzX, . mzy
A, +2 + - +— sin sin =0

S| a? b? b* D a? D b’ } NPT

yhtélo toteutuu, kun hakasuluissa oleva lauseke haviaa, eli

2 2\ (.2 2
>[N m n m
P=b7 [?b—z] ’(?‘kb—zJ

helposti ndhdaan, ettd lauseke saa pienimman arvonsa, kun m on mahdollisimman
pieni, eli kun m=1. T&lldin saadaan

2 212 2 2
o[ N 1 n 1 dp 2n{n 1 n° 1+2k
P=b7 (?b—z] ’(?‘kb—z] w2l e )
2 2
= n? =(1+2k)2—2 jaedelleen p,, :W
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