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Kirjoita jokaiseen koepaperiin nimesi, opiskelijanumerosi ym. tiedot !
Laskin (yo-kirjoituksissa hyviiksytty) on sallittu apuviiline téissi kokeessa!

Kirjoita selviisti jokaiseen paperiin minki kokeen suoritat.
Tentin tehtivit ovat 5 tehtiviid tehtdvisti 2, 3, 5, 7,10ja1l.
Uusintavilikokeiden tehtéviit ovat

l.vk: 14

2. vk: 5-8

3.vk: 9-12

1. Jos Fourier-muunnos méritelliiin kaavalla f (w) = e TR L dy
(esimerkiksi kun f on jatkuva funktio, joka on identtisesti nolla jonkin ra-

joitetun joukon ulkopuolella, jolloin integraaliin médrittelyssi ei ole ongel-

mia) niin pitee [po|f(w)|? dw = Jgalf(x)|? dx. Jos sen sijaan méritelldzn

g{w) = [zae > f(x) dx on olemassa vakio c siten, etti Jealg(w)]? dw =

¢ Jgalf()|? dx. Midriti edelld olevien tietojen perusteella vakio c.

@ Miiiritd funktion f(t) = te™1" Fourier-muunnos. Voit kiiyttii hyviksi
ietoa, ettd funktion g(t) = e~ Fourier-muunnos on j(w) = ey

@ Funktio f(t) = 2,t € R miérittdd vaimennetun distribuution. Miki on
dmiin vaimennetun distribuution Fourier-muunnos? (Perustele!)

4. Tunnetusti funktio « on harmoninen avoimessa joukossa () C R¢ jos
u on jatkuva {2:ssa ja jokaisella x5 € ) on olemassa jono r, — 0+ siten,
ettd kun n on riittévén iso niin u(x,) on keskiarvo funktion u arvoista .-
sdteisen, Xg-keskisen pallon pinnalla. Osoita timén tuloksen avulla, etti jos
u on harmoninen joukossa { (z,y) : y > 0}, jatkuva joukossa { (z,y) :
y 2 0} jau(z,0) = 0jajos v(z,y) = u(z,y) kuny > 0ja v(z,y) =
—u(zx, —y) kun y < 0 niin v on harmoninen R*:ssa.

Olkoon © = {(z,y) € R : =z = rcos(f), y = rsin(), 0 <
T < 1,0 <8 < ¥} jaolkoon u(rcos(f),rsin(d)) = r# sin(6). On-
ko u harmoninen joukossa 27 Onko u:n osittaisderivaatoilla raja-arvot kun
(z,y) — J%7 (Perustele!)
Vihje: Napakoordinaateilla Laplace-operaattori A on % + },% +% %f. Jos
u € C(9Q) funktiolla r +— u(r cos(6),rsin(f)) olisi derivaatta, jolla olisi
raja-arvo kunr | 0 jokaisella 6 € (0, 2%),



6. Olkoon @ C R avoin ja rajoitettu. Selitd miten lamp&yhtilon mak-
simiperiaatteen avulla voidaan osoittaa, ettd on olemassa korkeintaan yksi
funktio u € C»V(Q x (0,T)) N C(Q x [0,T)), joka on lampdyhtilon rat-
kaisu joukossa 2 x (0,T) ja sellainen, ettid u(x,0) = g(x) kunx € 0 ja
u(x,t) = h(x,t) kunx € 9 jat € (0, 7).

Ratkaise aaltoyhtilo
w0 )= czum{a;t},
u.(0,t) =0,

x>0 t>0
u(z,0) = g(z),

a0} = hiz),

8. Miidritd yhtilon Su(z,t) + 2 f(u(z,t))) = 0 ratkaisu kun ¢ > 0 olet-
taen, etti f(u) = u + v® ja u(z,0) = 2kunz < 1 ja u(z,0) = 1 kun
z> 1.

9. Olkoon
].+ _L'HEEJ:E'LJIE
= {n, L/2 < |z| < L.
(a) Laske sen koko (reaalinen) Fourier-sarja. Onko suppeneminen ta-
saista tarkasteluvililld [— L, L]?
(b) Mihin sarja suppenee kun x = +L7?
(c) Kuinka nopeasti %, pienenee?

Diskretoi (keskeis)differenssimenetelmillid Dirichlet-Neumann reuna-
arvotehtivi

{—u”{x} +qu(z) = f(z), x€(0,1),
u(0) =0, w'(1) =0

jossaq > 0ja f jatkuva.



@ Aaltoyhtilon

g = gy, Dpet, s
u(0,t) = u(1,t) =0,
u(z,0) = f(z), u(z,0) = g(z)

diskretoinnissa eriifilli 2-askelmenetelmalli péidyttiin systeemiin:

ubt! = 2uf —uf ! + 282y,
{uﬂ =fr ut =T+ %ﬂﬁ}fﬁ +4
Millainen stabiiliusehto d:1le niiisté johdettiin? (Vihje: Ay:n ominaisvekto-
reista alkavien ratkaisujen (energian) ei tulisi kasvaa eiki vaimeta,)
12.
(a) Kirjoita tehtiiville

—u'(z) + zu(zr) = 1, z € (0,1),
u(0) =0, #'(1) =1,

variaatioformulaatio.

(b) Muodosta vastaava Galerkin-approksimaatio-probleema funktioi-
den vi(z) = =z, vy(z) = 2 virittimiissi aliavaruudessa. Huom:
tdmin tulosta ei tarvitse kuitenkaan ratkaista.



