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¢ T-61.3010 Digitaalinen signaalinkasittely ja suodatus
9. vilikoe / tentti. klo 15-18. Salit D, B
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7n

2. vk on oikeus tehdé vain kerran joko 10.5. tai 19.5. Tee vilikokeessa tehtivit 1, 2 ja 8 (palaute).

Tentti on oikeus tehdi vain kerran joko 10.5. tai 19.5. Tee tentissi tehtivit 3, 4, 5, 6, 7 ja 8 (palaute). Aloita
kukin tehtdvi uudelta sivulta.

Tilaisuudessa ei saa olla oma funktiolaskinta eiki taulukkokirjaa. Jaossa on kurssin taulukkomoniste. Tehtévii 1 (vélikoe)
varten on erillinen vastauslomake.
Palautusohjeet:

o esitd opiskelijakorttisi palantuksen yhteydessi

e jos vilikoe: tehtdvin 1 vastauslomake (“rasti ruutuun”) omaan pinoon “VK2-MONIVALINTA?”, tiytettiva vi-
hintéén opiskelijanumero JA tehtdvin 2 vastauskonsepti omaan pinoon “VK2-KONSEPTI”, téytettiva vahintian
konseptin yldlaidan tiedot

e jos tentti: kaikki vastauskonseptit sisikkdin omaan pinoon “TENTTI”
e suttupaperit omaan pinoon “SUTTU”

¢ tehtdvipaperin ja taulukkomonisteen voi pitdd itsellddn

1) (10 x 1p, 0-9 p, VAIN VALIKOE) Monivalinta. Viittimissi on 1-4 oikeaa vastausta, mutta valitse yksi ja vain
yksi. Taytd erillisille lomakkeelle, joka luetaan optisesti. Mustaa ruudut, hailakka rasti voi jadda lukematta.

Qikea valinta +1 p, védrd valinta —0.5 p, el valintaa 0 p. Perusteluja ei tarvita. Vastaa niin moneen kuin haluat.
Teht#ivin maksimipistemédird on 12 ja minimimiérd 0.

1.1 Kausaalinen ja stabiili LTT-suodin
H(z) = 142714272
1-1.32z71404z72
on esitetty viiveiden suhteen kanonisessa (yksinkertaisessa) suoran muodon II (*direct form II”) -rakenteena
(A) kuvassa 1(a).
(B) kuvassa 1(h).
(C) kuvassa 1(c).
(D) kuvassa 1(d).

Kuva 1: Monivalintatehtdvin 1.1 rakenteet, ylarivissid (A) ja (B) , alarivissa (C) ja (D) .



1.2 Tutkitaan digitaalista LTI-jirjestelmis kuvassa 2, jossa mukana apumuuttujat »[n] ja w[n] ja kaksi kerrointa

ovat 0.5 ja —0.5. Naiden avulla saadaan yhtaloryhma

v[n] = z[n]+ win]
wn] = —05wn—1]+yn—1]
yln] = 0.5v[n]

(A) Koska suodin on piirretty suora muoto I -rakenteena (“direct form I”), nihdéién sen asteluvun olevan kaksi

(B) Muockattaessa suodin suoran muodon (“direct form”) esitykseen havaitaan sen olevan ensimmiisen asteen
FIR-suodin

(C) Kuvan rakenne on kanoninen viiveiden suhteen
(D) Suotimen impulssivasteen arvot ovat h[n] = {0.5,0.25,0.125,0.0625,. ..}

x[n] v[n] 0.5 yln]

|
\—ZL =0.5

Kuva 2: Monivalintatehtidvin 1.2 suodinrakenne.

1.3 LTI-suotimen H(z) nelisllinen magnitudivaste |H (e’“)|? on esitetty kuvassa 3. Sen maksimi on 20 dB, joka

1.4

saadaan kaavasta

2
10. logm(HI?;I) —920. logm(H;]aw) =20 dB
1

jossa Hy = 1. Miké on vahvistuksen/vaimennuksen K arvo, jotta maksimivahvistus max{K - H(z)} = 1eli 0
dB?

(A) K=1/
(B) K =0.1
(C) K=5/n
(D) K =10

0 0.2 0.4 0.6 08 1
nom. ang. freq. o (x m1)

Kuva 3: Monivalintatehtivin 1.3 |H (e)[?

Suodinsuunnittelun yhteni perusperiaatteena voidaan pitda

(A) Analysoidaan suotimen H(z) toimintaa monesta eri nikskulmasta, jotta voidaan varmistua, onko suodin
stabiili vai ei

(B) Suotimen H(z) kertoimet lasketaan siten, ettd magnitudivaste nipin napin toteuttaa annetut vaatimukset
(C) Arvioidaan ensin suotimen asteluku tietokoneavusteisesti (esim. Matlab), lisétaan astelukuun pieni médrd
(+2 tai +4) jotta varmistutaan, ettei suotimen kertoimet kvantisoidu, ja sitten tietokoneavusteisesti lasketaan
varsinaiset kertoimet H(z) = B(z)/A(z)

(D) Sijoitetaan haluttu mazra nollia dy, ja napoja p, napanollakuvioon ja lasketaan H(z):n kertoimet tieto-

koneavusteisesti muodosta - .
H(z) = . Lm=a(l = dmZ)
= = —
Hn:], (]- — PnZz 1)



>
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1.5 Bilineaarimuunnos on yksi-yhteen-kuvaus (bijektio) s-tason (analoginen suodin) ja z-tason (digitaalinen suodin)
vililld. Olkoon valittuna niytevili 7 = 2, jolloin muunnos ja sen kianteisoperaatio ovat
g 1—2z71 1+s
= ——— z=
14271 1-s

Tarkastellaan s-tason pisteiti s = ¢ + j€o, jolloin
14 (00 +%) _ (1+70)+8%
14(0’0 +jQ0) (1 *0‘0)4—_7-90

(1 + 0'0)2 ot (90)2
(1= 00)* + ()

>l =

(A) Jos s-tason kaikki navat s; ovat vasemmassa puclitasossa, niin kaikki vastaavat digitaalisen suotimen navat
z; ovat myds vaseminassa puolitasossa z-tasossa
(B) Jos s-tason navan reaaliosa gg = 0, niin tilléin napa kuvautuu z-tasossa aina samaan pisteeseen z = 1
riippumatta {)o:n arvosta :
(C) Jos s-tason navan reaaliosa og < 0, niin napa kuvautun z-tasoon l-sdteisen ympyran sisiipuolelle
(D) Jos s-tason kaikki navat s; ovat oikeassa puolitasossa, niin kaikki vastaavat digitaalisen suotimen navat z;
ovat aidosti yksikkéympyréan sisalld z-tasossa

1.6 Komennolla [B, Al = cheby2(5, 30, 0.25); saadaan Chebychev II -tyyppinen digitaalinen suodin, jonka
asteluku on N = 5, estokaistan minimivaimennus 30 desibeli4 ja estokaistan rajataajuus wseop = 0.257. Suotimen
magnitudivasteen kuvaaja on
(A) kuvassa 4(a)
(B) kuvassa 4(b)
(C) kuvassa 4(c)
(D) kuvassa 4(d)

of = 0|
-0t -10
2| 2
o =
2
- -40)
-50 : 50
-60) } -&0)
3 -70 - -0 - 70 . - .
(] 0.2 05 075 1 0 025 05 075 1 ° 025 05 075 1 ] 025 05 075 1
wxn oxt wxr xn

Kuva 4: Monivalintatehtéivin 1.6 magnitudivasteet (A) , (B) , (C) ja (D) .

1.7 Ideaalisen ylipasstosuotimen (Hyp(z) = 1 — Hyp(z)) impulssivaste on

hd.HP[n] = 5[n] = hd,Lp[n]
~ {...,0.0121,-0.1391,0.3, —0.1391,0.0121,.. }
haipln] = (we/w) - sinc(wen/m)

ja Hamming-ikkunafunktion arvot WHamming[n] = {0.08,0.54,1,0.54, 0.08}. Toteutetaan suodin ikkunamenetel-
milla (“window method”) ja viivéstetdin suodin kausaaliseksl.

(A) Ylipasstosuotimen siirtofunktioksi tulee H(z) = 0.08 +0.54z71 + 272+ 0.54z7% + 0.08z4

(B) Ylipédstosuotimen vaihevaste on lineaarinen

(C) Ylipadstosuotimen rajataajuus on we = 0.37

(D) Ylipdiistésuotimen magnitudivaste |H (e?*)|? on kuvassa 5.

[ 02 0.4 08 68 1
norm. ang. freq.w (x x)

Kuva 5: Monivalintatehtivi 1.7: (D) |H(e/¥)|?
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1.8 Sekvenssin katkaisuun direllisen pituiseksi voidaan kayttas ikkunafunktiota. Kuvassa 6 on esitetty N = 33 (M =

16, =M < n < M) pituinen suorakulmainen ikkuna ja Blackman-ikkuna aika- ja taajuustasossa. Katkaisun
jilkeen sekvenssisté lasketaan Fourier-muunnos spektrin aikaansaamiseksi.

(A) Blackman-ikkunan leveimpi paikupu (“main lobe”) huonontaa signaalin laheikkain olevien taajuuskom-
ponenttien erotuskykyd verrattuna suorakulmaiseen ikkunaan

(B) Blackman-ikkuna vaimentaa katkaistun sekvenssin x[n] ensimméisid ja viimeisid arvoja niin, etteivit
amplitudiltaan heikot taajuuskomponentit erotu spektrissé yhtd hyvin kuin suorakulmaisella ikkunalla

(C) Blackman-ikkunan suurempi vaimennus sivukuvuissa (“side lobe”) aiheuttaa sen, etteivit amplitudiltaan
heikot taajuuskomponentit erotu spektrissi yhtd hyvin kuin suorakulmaisella ikkunalla

(D) Blackman-ikkuna muokkaa katkaistua sekvenssia 2[n] niin, ettd sen taajuuskomponentit siirtyviit keski-
mésrin kaksi kertaa korkeammille taajuuksille kuin alkuperiisessi katkaisemattomassa signaalissa

1

T P R s e B T e 08,

08

.

-15 -10 -§ [ 5 10 15 o o2

4 [X oe 1 =15 =10 -5 [ 5 10 15
indexn norm. ang. freq. @ (x 7} indsx n

Kuva 6: Monivalintateht&va 1.8: (a) suorakulmainen ikkuna w,[n] ja (b) magnitudivaste [W,(e7#)|2, (c) Blackman-ikkuna
wy[n] ja (d) magnitudivaste |W,(e?)|2.

1.9 Jaksollinen lukujono (Np = 6) z[n} = {...,8,3,4,2,9,—1,...} laitetaan digitaalijirjestelmaan xz[n] — —

— y[n]. Mitd tulee ulos?

(A) sama jono y[n| = z(n|

(B) puolta lyhyempi jono y[n]
(©) yln]={..,8,0,4,0,9,0,...}
(D) y[n] = 2zn]

1.10 Ajat Matlabissa itse kirjoittamaasi koodia ensimmiiisen kerran makro- eli skriptitiedostosta myFunci.m, jonka

ensimmadiset rivit ovat:

for k = (1 : N-overlap : M-N)
ind = ind+1;
D(ind,1) = sum(abs(fft(x(k : k+N-1) .* hamming(N))));

1 [x, fT] = wavread(’kiisseli.wav’);
2 M = length(x);

3 N = b12;

4 overlap = 128;

5 D zeros(ceil (M/N), 3);

6

7

8

Ajo keskeytyy virheilmoitukseen, joka tulee komentoikkunaan “Command window™

?7? Undefined function or variable ’ind’.

Error in ==> myFuncl at 7
ind = ind+1;
Miké on parhain toimintaehdotus ongelmaan:
(A) Tallennat auki olevat tiedostot, lopetat Matlabin ja kdynnistit sen uudelleen. Ajat myFuncl.m koodin
uudestaan
(B) Sybdtit komentoikkunan riville komennon ind = 0; ja ajat koodin lapi
(C) Tuplaklikkaat komentoikkunan virheilmoitusta ja passet editoriin kyseiselle riville 7. Poistat koko rivin 7,
joka aiheutti virheilmoituksen
(D) Lisddt editorissa koodiin ennen rivié 6 alustuksen ind = 0;

2) (6p, VALIKOE) Kirjoita tenttiessee jommasta kummasta aiheesta 2A tai 2B.

2A) VAIHTOEHTO A. FFT-algoritmit. Yleisen selostuksen liséksi voit kiyttid esimerkkind kirjassa/kalvoissa ja las-

kuharjoitusmateriaalissa esiteltyd “radix-2 DIT FET” -algoritmia, jonka perhosyhtilst ja Wy taulukossa. Laske
viilivaiheittain FFT-muunnos ainakin jonolle (N = 4) x[n] = 56[n] — 26[n — 1] — 48[n — 2] + é[n — 3].

2B) VAIHTOEHTO B. Airellisestd sananpituudesta aiheutuvien seurausten analysointi.



3) (6p, VAIN TENTTI) Tutkitaan kolmen LTI-jarjestelméin sarjaankytkent#d kuvassa 7. Tiedetdén, etté

hn] = dn—1]—dRn-2|
dn+1] +24[n] — 6[n - 1]

hg [n]

a) Mika on koko suotimen h[n| impulssivaste? Muista néyttds tarvittavat vilivaiheet!

b) Kun ulostulona jérjestelmésté h[n] on sekvenssi

y[n] = —4[n + 1] + 66[n — 1] — 48[n — 2] — 76[n — 3] + 86[n — 4] — 26[n — 5

niin mikd on ollut syéte z[n]?

jLﬂL hy[n] hy[n]

hy[n]

y[n]

.

Kuva 7: Tehtdvin 3 kaskaadikytkenté.

4) (6p, VAIN TENTTI) Olkoon tutkittavana digitaalinen LTI-suodin, jonka siirtofunktio on

1— 17214 072272

H) = 1-0.82z"1

a) Perustele, onko suodin FIR vai IIR.

b) Esitd suotimen napanollakuvaaja.
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¢) Hahmottele suotimen magnitudivaste, Onko kyseessi alipiastd / ylipasts / kaistanpiéstd / kaistanesto /

kokopidstd ("allpass”)?
d) Kirjoita snotimen differenssiyhtalo.

e) Perustele, onko suodin kausaalinen vai ei.

f) Kerro tai piirrd yksi ja vain yksi joku muu olennainen asia analysoitavasta suotimesta.

5) (6p, VAIN TENTTI) Tutkitaan analogisen signaalin z(t) spektriad X (j) kuvassa 8.

a) Mikd on Shannonin niytteenottoteoreeman tirkein sisalto?

b) Jos kuvan signaalia niytteistetddn taajuudella fr = 9 kHz, niin hahmottele néytteistetyn sekvenssin spektri

X (7).

f

: .

f T i 1 f \ i
8

f
10

i
12 kHz

0 2 4 6
Kuva 8: Tehtivi, 5. Analogisen signaalin z(¢) spektri X (j€2).

6) (6p, VAIN TENTTI) Tutkitaan toisen asteen LTI-suodinta, jonka siirtefunktio on

1-12z" 4272

H](Z) =

141527 140.6272

jonka navat ovat p = —0.75 = 0.19367 ja nollat 2 = 0.6 £ 0.8 sekd magnitudivasteen maksimi kohdassa w = 7.

a) Hahmottele suotimen H;(z) magnitudivaste vilille [0, ..., 2]

b) Korvaa suotimen H)(z) viiverekisterit kaksinkertaisella viiveelld Ha(z) = Hi(z?) (vrt. ylosniytteistys L = 2,

“upsampling”). Anna suodin Hs(z) muodossa

1+biz - boz 24+ b3z~ 3 + byz™?

HQ(Z) =

ja hahmottele Ha(z):n magnitudivaste vilille [0, ..., 7].

14+ a1z7 +asz=2 4+ a3z 3 + ag274

c) Maiirittele kerroin K niin, ettd suotimen Ha(z) maksimiarvo on skaalattu ykkoseksi.



Q { (g 7) (6p, VAIN TENTTI) Kuvassa 9 suotimen sisasintuloon tulevien arvojen bittimisrd on B. Kertolaskujen jalkeen
méird on 2B. Jotta ulostulo saadaan jilleen B:n bitin suuruiseksi, joudutaan arvoa w(n] kvantisoimaan (lohko Q).

Kvantisointivirhetti voidaan kompensoida ns. virheen takaisinkytkennéin (“error feedback”, “error-shaping filter”)
avulla. Kuvassa 9 on toisen asteen suodin, jossa mukana on toisen asteen virheen takaisinkytkenta.

Kirjoita ensin differenssiyhtilot e[n]:lle ja w[n]:lle, ja kirjoita sitten taajuustasossa kvantisoitu ulostulo Y (z) sisééin-
tulon X (z), sisiéintuloa muokkaavan osan Hy(z), kvantisointikohinan E(2) ja kvantisointikohinaa muokkaavan osan
H.(z) avulla muodossa

Y (z) = Hp(2)X (2) + He(2)E(2)

ja vastaa
a) kuinka suodin kéyttaytyy, kun kiytossi ddrettoman pitké sananpituus, ts. kvantisointia ei tapahdu ja e[n] =
0,Vn.

b) kuinka kohinan kokonaisspektri E;o:(2) = He(2)E(z) muokkautuu, jos kompensointia ei kiytetd, ts. k = 0, ja
jos e[n] on valkoista kohinaa eli ettd E(z) = 1 kaikilla taajuuksilla.

¢) milld mahdollisimman yksinkertaisella km arvolla kohina saadaan siirrettyd varsinaisen suotimen estokaistalle,
jossa sen merkitys on vahiisempi. ’

71l 71
k e[n]
oz
-1
T y[n]
ﬂ[n] Q
71
-1 =

-] -0.81

Kuva 9: Tehtivi 7. Toisen asteen suodin, jossa toisen asteen virheen takaisinkytkenta.

8) (1p, VALIKOE JA TENTTI)

Vastaa kaksiosaiseen kurssipalautteeseen ma 10.5. - pe 21.5.2010. Toinen kyselyistd on WebOodissa ja noudattelee
tietotekniikan tutkinto-ohjelman yleistd kurssilomaketta ja toinen tarkentavia kysymyksid siséltava.

Kysely kuuluu osana vilikoesuoritukseen ja sen arvo on +1 pistetti. Myds tenttiin osallistujat saavat +1 pistettd
kyselyyn osallistumisesta.



T-61.3010 DSP Table of formulas, spring 2010

Disclaimer! Notations, e.g., w or £, may vary from book to book, or from exam paper to other.

Basic math stuff

Even and odd functions:

Even{z(t)} = 0.5 [z(t) + z(~1)], e.g., cos(z) = cos(—x)
Odd{z(t)} = 0.5 - [2(t) — ()], e.g., sin(z) = —sin(—xz)
Roots of second-order polynomial:

az? + bz +c=0, 2 = (—b+ b2 — 4ac)/(2a)
Logarithms, decibels:

log((A-B/C)P) =D (log A +1log B —log C)

log, b =log.b/log.a

decibels: 101log,o(H?/HZ) = 20log,,(H/Ho)
10log10(0.5) = 20log;o(v/0.5) =~ —3.01 dB

20log;4(0.1) = —20 dB, 20log,;,(0.01) = —40 dB
Complex numbers, radii, angles, unit circle:
i=j=yvT=-1/j
z=z+jy=re?

r= /2% +y?

8 = arctan(y/z) + nw, (n =
z =7 cos(f), y=r sin(f)
e’ = cos(f) + 5 sin(h) (Euler’s formula)

cos(8) = (1/2) - (e7% +e779), sin(8) = (1/27) - (e7% — e7?)
2122 = T]Tgej(8‘+39), z21fz2 = (7-1/7-2)63'(91—92)
|A-B|=|A|-|B|, £Z(A-B)=ZA+ /B

2" = e/ = 1" (cos B 4 jsin 8)" = " (cosné + j sinnf)
2= ¥z = Vrel® =|yr|ed@+2 /N —01,....N—1
Trigonometric functions:

1° = 7 /180 radians = 0.01745 rad, 1 rad = 180° /7 == 57.30°
sinc(@) = sin(w8)/(76)

sin(6)/8 — 1, when 6 — 0; sinc(d) — 1, when 6 — 0
cos?(0) + sin® (6) =1

0; itwss Upne= 1, bz 0)

sin(f) =0 - 3, + 9; — . (-1)n (g:;:ll). + ... (Taylor)
cos(f) =1— 5% + Bl G 9 gi), + ... (Taylor)

g 0 7r/6 /4 /3

sin(@) | 0 |05 Vv2/2 | V3/2

cos(f) | 1 ﬁ/Q \/5/2 0.5

4 /2 | 3n/4 T —7/2

sin(d) | 1 Vv2/2 |0 -1

cos(0) | 0 —/2/2 | —1 0

T~ 3.1416,v/3/2 =~ 0.8660, /2/2 =~ 0.7071
Geometric series:

E+man: 1

0 —a?

ZN an A
n=0 =r i

Continuous-time unit step and unit impulse fun.:

la] <1

o] <1

(= {Li>o
! 0,t<0
a(t) = %ua(t), 6(t) =lima—oda(t) (Dirac’s delta)

o 6t dt=1

J22, 8(t —to)x(t) dt = z(to)

In DSP notation 278(t) is computed 27 [ §(2) - 1dt = 2,
when ¢ = 0, and = 0 elsewhere.

Discrete-time unit impulse and unit step functions:
1, n=0 >

T ,n 1, n>0

0, n#0 0, n<0

Eg zn] = 28n + 1] + 8n] — §n — 1] = {2, 1,1},

z[-1] =2, z[0] =1, z[1] = 1.

pln] =

Periodic signals

TeRi:zt) =z(t+T),VteR

INEZ, :zln)=zn+ N,VnelZ

Fundamental period Ty, Ny is the smallest T > 0, N > 0.
E.g.: cos(wn) = cos(wn + 27k), ef(wn) = gilwnt2nk)

/s
Convolution

Convolution is commutative, associative and distributive.
y(t) =ht)@z(t) = ffa h('r)m(t —7)dr

yln] = hin] @ z[n] = T2, hlkleln — k]

ve[n] = hin® z[n] = 15 hlkjz[< n -k >]

Correlation:
regll] = Ener o z[nlyln — 1) = i) @ y[-1]
T:ux[l] = ::—oo:E[TL]:B[ - l]

Mean and variance of random signal:
mx =E[X] = [zpx(z)dz
0% = [(z — mx)?*px(z)dz = E[X?] —m%

Frequencies, angular frequencies, periods:

Here f; (also fr later) is the sampling ﬁequency

Frequency f, [f] = Hz = 1/s.

Angular frequency Q = 27 f = 27/T, [Q] = rad/s (analog).
Normalized angular frequency w = 27Q/Qs = 27f /[ fs, [w] =
rad/sample (digital).

Normalized frequency in Matlab fryraroas =
[fmarras] = 1/sample.

21/ fs

Sampling of z,(t) by sampling frequency fr
T:D[n] =Ta ('I‘lT)m: Ia(n/fT)
Xp(5Q) = F Lo oo Xa(i(Q2 — £Qr1))

Integral transforms. Properties

Here all integral transforms share some basic properties.
Examples given with CTFT, z[n] « X(e™), z1[n]
Xi1(e?), and z3[n] «— X2(e?*) are time-domain signals with
corresponding transform-domain spectra. a and b are cons-
tants.

Linearity. All transforms are linear.

azy[n] + bzaln] & aXi(e?) + bXo(e?)

Time-shifting. There is a kernel term in transform, e.g.,

z[n — k] « eI X (e7)

Frequency-shifting. There is a kernel term in signal e.g.,
efwingn] o X (edlw-wr))

Conjugate symmetry z*[n] < X*(e™7¥). If z[n] € R, then
X(e) = X*(e79), |X(e)| = |X(e77)], £X(e) =
—/X(e77). If x[n] € R and even, then X(e?) € R and
even. If z[n] € R and odd, then X (e’) purely € C and odd.
Time reversal. Transform variable is reversed, e.g.,

z[—n] = X (e7I¥)

Differentiation. In time and frequency domain, e g,

z[n] — zfn — 1] & (1 — e77%) X (e7%), nzln] « jX ()
Duality. Convolution property: convolution in time domain
corresponds multiplication in transform domain z:(n] ®
z2[n] & X1(e’) - X5(e?*) and multipication property, vice
versa, T1[n] - z2[n] — &= [, X1(e7%) X2(e?=8))dg
Parseval’s relation. Energy in signal and spectral compo-
nents: ¥, |[z[n]|* = 5= [, [X (e)|* dw

Fourier series of continuous-time periodic signals:
z(t) = 35 . ak e?¥%! (synthesis)
ap = %fT z(t) e=7* %t 4t (analysis)
z(t — tp) < apeltote
eIMDty(t) e ap_
Jrizalr )Tb(t —7)d7 = Taiby
Ia(f)zb = 3 abp—y
F(t) & jkQoax
Contmuous—tlme Fourier-transform (CTFT):
f_ X(59) &% dQ (synthesis)
X(]Q) J%0 z(t) e™? dt (analysis)
z(t — ty) = e X (50)
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eItg(t) o X (5(Q - Q))

zo(t) ® xp(t) « X.(GO X (5C2)
za(t)2s(t) = 2 Xa (i) ® X (562)
La(t) & JOX(HQ)

tz(t) & jHX (D)

eIt s 2mH(Q2 — o)

cos(Qot) © [8(Q — Qo) + 6(2 + )]
Sin(Qot) — ]’R’[(S(Q + Qn) - 5(Q - Qg)]
() = 1+ 216(%)

Lit|<Th _, 2sin0Ty)
o,lt| >Th 2

ey , 1,10] < W
sin(We) ) _ 1
= a0 = {O,IQ\ oW
6(t) 1

8(t — ) < 5K
e~atp(t) « ﬁ, where Real{a} > 0

z(t) =

Discrete-time Fourier-transform (DTFT):
z[n) = & [,. X(e*) e™" dw (synthesis)
X(e) =30 __ a[n]e™m, periodic with 27 (analysis)
zln — k] & e X ()
P U X(ej(‘d—wk))
1) ® Ta[n) & X1(e7) - Xa(e™)
z1[n] - 22[n] &~ 217 fzw Xl(ejg)Xg(ej("‘"g)) dé
nzn) « jd‘—LX(ej"’)
eiwon o 275" §(w —wo — 27l)
cos(won) — 7 ¥ [0(w — wo — 27l) +6{w + wo — 2nl)]
sin(won) « 57 Y, [8(w +wo — 2ml) — §(w —wo — 2rl))
z[n] =1 ¢ 27 %, 6(w — 27)
] 1,|n| € M1 o, Sin@(N1+0.5))
0,|n| > Ny sin(w/2)
1, 0<jwl €W

sin(Wn : iw
snVn) — Wsine(Hh) & X () = {0 W<l <m

wn I
§n] =1
bln — k] e eIk
a™uln] & ===, lal <1
N-point Discrete Fourier-transform (DFT):
Connection to DTFT: X[k] = X (e?)|w=2rk/N
Wy = E_jQﬂ/N
zjn) = L Ta XWS*®,  0<n <N —1 (synthesis)
X[k = SV tanWwkr, 0<k< N -1 (analysis)
z[<n—ng >N & Wy X (k]
Wioxln) « X[< k= ko >n]
veln] = hinl® aln] o H[K] - X[K] = YK
Laplace transform:
Convergence with a certain ROC (region of convergence).
Connection to continuous-time Fourier-transform: s = j{

2(t) = 35 :fjs X (s)et ds (synthesis)
X(s) = [, x(t) e”** di (analysis)

z-transform:

Convergence with a certain ROC (region of convergence).

Connection to discrete-time Fourier-transform: z = el
z[n] = 55 . X(2)z""'dz, CinROCof X(z) (synthesis)
X(2) =352 _ z[n]z"" (analysis)

zln — k) & 27¥ X (z)

z1[n] ® 22[n] & X1(2) - Xa(z)

sln) &1, ROCallz

§[n—k) « 2%, all z, except 0 (k > 0) or oo (k < 0)
) = pber, 2] > 1

—pl-n—-1] & ===, lzl<1
a*uln] & ==t 21> ol
malulnl s —ﬁc—n\- Izl > lal

(n+1)apln] = ==y, 12> lal

1—r cos(wo)z ™"

ik COS(’-‘)On)Iu‘[”] 7 T rcos(wg)z 1+r2z- 2’ |z| > |71
% =1
7 sin(wen) puln] < ﬂg—ﬂmgm, |z| > Ir|

LTI filter analysis

Stability 3", |h[n]| < oo; unit cirle belongs to ROC
Causality h{n] = 0,n < 0; co belongs to ROC

Unit step response s[n] = > p—_ oo hlk]

Causal transfer function of order max{M, N}:
H(z) = B(:)/A(s) = K - Z8e222 0 = G-
Zeros dy: B(z) = 0; Poles p';,_: A(z)=0

Frequency, magnitude/amplitude, phase response, z < e
H(e/) = |H(e™)| 7T

H(ejw) = H(z)1z=ej:u

Hik] = H (&) |w=2rk/N

Group delay 7(w) = —E%LH(EJ-W)

Four types of linear-phase FIR filters, h[n] = WN -1-—n]
(even/odd symmetric), or hln] = —h[N —1-n] (e/o antis.).
Zeros symmetric w.r.t. unit circle: r */¢ and (1/r) e¥i0,
Important transform pairs and properties:

adln— k| o ae 7 o az7k

a™pun) & 1/l —ae ] = 1/[1 - azl

hin] = You(ke - aluln]) o H(e™) = ...

s s ([l —age9*]) = Hiz) = v (ki/[1 —aiz7Y)
azin— k] o ae X (e7¥) & az *X(2)

y[n] = kn] ® z[n] < Y(2) = H(z) - X (z)

rectangle — sinc, sinc « rectangle

LTI filter design (synthesis)

Bilinear transform H(z) = H(s)|s and prewarping
s=k-(1—-2z /1421, k=lork=2/T=2fr
Qprewarp,e = K ctan(we/2), k=lork=2/T=2fr
Spectral transformations, We desired cut-off

LP-LP z~! = (371 — ) /(1 — az™!), where

o = sin(0.5(we — @)/ sin(0.5(we + @)

LDP-HP 1= —(3~! +a)/(1 + az™1), where

o = —cos(0.5(we + @)/ cos(0.5(we — @¢))

Windowed Fourier series method

1'[‘"=l (1—dmz—*

[h=(1=pazt)

) 1’ w| <w in(wen it 5
HE) = (g o s o il = San) = e sine(52)
hprr[] = higea[n] -win] .

Hrrr(e) = 2 |7 Hideat(e7)W(e17") d6

Fized window functions, order N =2M, —M <n < M:
Rectangular w(n] =1
Hamming w(n] = 0.54 + 0.46 cos((27mn)/(2M))
Hann wn] = 0.5 - (1 + cos((27n)/(2M)))
Blackman w[n] = 0.42 + 0.5 cos(25%) + 0.08 cos(422)
Bartlett wn] = 1 — (|n|/M)
Implementation
Radiz-2 DIT N-FFT butterfly equations, L{z[n]} = N
{‘I/m[a] = T,[a] + W, (6]

T[] = Trlo] - Wi, T [8]
Inputs xz[n] in bit-reversed order in ¥y, outputs in Ug,
R=log, N +1;levels ¥1,...,Up, 7 € [1, R —1]; multipliers
W, = e=32%/Ne N, =27, 1€[0,27" —1].
Multirate systems
Upsampling (interpolation) with factor L,
zfn/L),n=0,+L, 2L, ...
x,[n] = 0, otherwise
Xu(z) = X (1), Xule®) = X (&%)
Downsampling (decimation) with factor M,
zq[n] = z[nM]
Xa(z) = (1/M) Titg! X(MW),
Xa(e™) = (1/M) Ty’ X (/W72m00M)

Ty[n] =



