Rak-54.116 Rakenteiden mekaniikka C, RM C (4 ov)
Tentti 30.8.2007

Kirjoita jokaiseen koepaperiin selvasti

- koko nimesi, puhuttelunimi alleviivattuna

- 0sasto, vuosikurssi, tentin paivamaara seka tentittéva opintojakso koodeineen
- opiskelijanumero, mukaan lukien tarkistuskirjain

- monettako kertaaolet opintojaksoa suorittamassa

- mind vuonna olet suorittanut pakolliset harjoitustehtavéat

Suoran sauvan yleinen yksidimensioinen kinematiikka mééritellaan yhtalolla
N N
us ) =u(s,y)e, +v(s y)e,, u(sy)=a yu(s), v(sy)=a yv(s
i=0 i=0
seka son sauvan keskipinnan suuntainen koordinaatti ja y on sauvan keskipinnan normaalin
suuntainen koordinaatti.
a) Miten kinematiikan lauseketta tulee modifioida, jos sauva otaksutaan kokoonpuristu-
mattomaksi normaalinsa suunnassa
b) Miten kinematiikka edelleen yksinkertaistuu, jos vieléd a-kohdan oletuksen lisdksi sauvan
poikkilelkkaustasojen oletetaan pysyvan tasoina muodonmuutoksessa.
¢) Johdatasapainoyhtal6t ja reunaehdot virtuaalisen tyon periaatteella péistaan jaykasti
kiinnitetyn sauvan jannitysresultanteille eli momentille M jaleikkausvoimalle Q, kun
oletetaan, etta kinematiikka on yksinkertaista muotoa u(s, y) = yu,(s) ja v(s,y) = v,(s) seka

sauvan jakaantunut kuormaon q(s,y) japituus L.

Maérita vaantojayhyys |, jaleikkaus- eli vaantokeskion asema seuraaville poikkileikkauksille:

a) L-poikkileikkauksinen sauva, jonka molempien laippojen
pituuson b ja paksuus t; b/2
b) sauva, jonka poikkileikkaus koostuu kahdesta L- b
poikkileikkauksesta, joiden laippojen pituuson b/2 ja
paksuus t. o t o t

Nelitlaatta, jonka sivumittaon a, paksuus t jataivutugdykkyys a
D = Et3/ [12(1- n?)], on kahdelta vierekkaiselta sivultaan vapaasti tuettu
kun taas toiset kaksi sivua ovat vapaat. L aatta lepad kimmoisella alustalla,
joka kohdistaa laattaan paineen p(X,y) =kw(x,y), miss k on alustan
kimmoisuusvakio ja w laatan taipuma. Laattaa kuormittaa tasaisesti
jakaantunut kuorma q(x, y) =q. Laske arvio laatan maksimitaipumalle
kayttamalla Kirchhoffin laattamallia ja potentiaalienergian minimin L
periaatetta seka soveltuvaa taipuman yritefunktiota

Rakenne, jonka poikkileikkaus on ympyréd, koostuu kahdesta eri paksuisesta yhta pitkasta
sauvasta, joiden molempien pituus on L, paksumman s&de onR ja ohuemman sade R/2.
Sauvojen tineyson r jakimmokerroin E. Herdevoimahetkella t on f (t) .

Kirjoita rakenteen aksiaalivarahtelyn differentiaaliyhtalo olettamalla,

etté rakenne on molemmista péistéan jaykasti tuettu ja kummankin — ]
sauvan massa keskitetdan yhté suuriksi pistemassoiksi sauvan mo-

lempiin paihin. Mazrita lissksi rakenteen alin ominaiskulmatasjuus. LRi2 LR



Rak-54.116 Rakenteiden mekaniikka C, RM C (4ov)
K aavakokoelma tenttiin 30.8.2007

Lisda peruskaavoja kaavakokoelmissa RM-A jaRM-B

Muodonmuutokset kaksidimensioisessa tapauksessa

fu fu _u fu
e =—x, =X, g, ="+t X
Ts Ty Y 1s Ty
Sisdinen virtuaalinen tyo

W, = - ¢p xde AV
\Y

Ulkoinen virtuaalinen tyo
dW, = ¢f xdu dV + T xdu ds
\%

S
Virtuaalisen tyon periaate
W, +aW, =0

Sauvan jannitysresultantit: momentit, normaalivoima ja leikkausvoimat

M (8):=Cp.(sY)YdA,  N(5):=My(s):=(p.(s Y)dA, Q=¥ (sy)y'dA
A A A

V dantojayhyys umpinaiselle, reidlliselle, moniosaiselle ohuelle suorakaiteelle sekd yksi- ja

monikoteloiselle sauvalle

= |p+dy%-zﬂ) dA

A

_2 N
l, —G—q(HA +9: dA)

M \ \ 1
lt:G_ct]’ |t:20c dA:ZONdA, |t»§éb,tf
AN 4N
E —N)t ds}[aﬂs l an,lq'A
C t t

C

Sektoriaalinen koordinaatti pisteen B suhteen
P P

=t ds=- (J(z- z)dy- (Y- Yg)dZ]
PO PO
Sektoriaaliset tulomomentit

=OwYdA, 1,,=0O%zdA
A A
Jayhyysmomentit
I, =" dA, I,=¢y*dA, | ,=c¢pydA
A A A

KAANNA!



Vaanto- eli leikkauskeskio C
I,,- 1,1

yC:yB Z|WBT )llzzwy:yB |WBz; jOSIyZ:O
yiz  lyz y
— lyIWBy' |yZ|WBZ — |WBy- ; _
ZC_ZB-—_ZB-l_! JOSIyz_O

I 1 - 12

y' z yz
Sektoriaalinen staattinen momentti vaantokeskion sektoriaaliselle koordinaatille
S, = Yk dA,

e
A

Normeerattu vaantokeskion sektoriaalinen koordinaatti

z

e

We =W -

Sektoriaalinen staattinen momentti
S, (8) = )% (s)tds
0
Sektoriaalinen vaantojayhyys eli kayristymisjayhyys

:(‘j/VédA
A

Potentiaalienergia
P=U+V
Muodonmuutosenergia
U= 1 oredv
2 \%
Ulkoisen kuormituksen potentiaali

V=-¢Fxudyv- c‘)'_l'mds

S
Kirchhoff-laatan muodonmuutosenergia
2 2 2
T e 2 Ty (T2 gn
y X Ty Xy
_ Et3
T 12(1- n?)
Sauvan muodonmuutosenergia taivutus-, leikkaus-, puristus- ja vaanttapauksessa

L
U =%(‘jElk2+GAgz +EAE + Gl j [/} dx
0

Jousivoima ja jousen muodonmuutosenergia
F =kx, U= %kx2
Y ksivapausteisen jousi—-massa-systeemin vapaan vardhtelyn differentiaaliyhtalo, yleinen ratkaisu
ja ominaiskulmatagjuus
k

mi(t) +kx(t) =0,  x(t) = C,sin(ut) + C, cos(ut), w=,|—

Lisda peruskaavoja kaavakokoelmissa RM-A ja RM-B.



Rak-54.116 Rakenteiden mekaniikka C, RM C (4 ov)
Ratkaisut tenttiin 30.8.2007
[suluissa pisteytys|

1. Tehtava:

(@) Kokoonpuristumattomuus normaalin suunnassa eli y -suunnassa tarkoittaa, etta e, = 0.
Nyt kun siirtyma on muotoa u(s, y) = u(s, y)e, + v(s, y)e, , tama ehto saa muodon
flu

O=e¢, _'ﬂ_y>e —iﬂ—gj(s y)e +Vv(s,y)e, ng
_Ivsy)_ T2
iy ﬂY%yV(S)

- ﬂiy{vo(s) (9 + Y, (9) +L)

= 0+V,(8) + 2y, (5) +L
jokatoteutuu, jos v,(S) +2yv,(s) +L.=0 €li v.(s) =0 kaikillai =1,2,.... Tama taas tarkoittaa sitg, etta
funktion v sarjasta otetaan mukaan vain ensimmainen termi eli N =0:
0 .
V(S Y) = A YV(9) =V(9). [1p]

i=0

(b) Jotta poikkileikkaustasot pysyisivét tasoina (suoring), akselin suuntaisen siirtymakomponentin
u(s, y) on riiputtava ainoastaan lineaarisesti koordinaatista y, koska korkeamman asteen y -riippuvuus
sallii poikkileikkaustason ké&yristymisen muodonmuutoksessa. Funktion u sarjasta otetaan siis mukaan

vain kaksi enssmmaistatermig, jolloin u(s,y) = u,(s) + yu,(s). [1p.] TalGin u(s) voidaan tulkita
poikkileikkaustason kallistumiskulmaks (tai sen siniksi).

(c) Muodonmuutokset ovat nyt

_Tu _Tu_
es_ﬂs>e ﬂS yul()
fu v
e,=—x =—=0
Ty T Yy
_u  u v Tu
gg,—ﬂsmy ."y>es ﬂs Ty =V, '(s) +u,(s) .

Sisdinen virtuaalinen tyd on muotoa
aw, = - (‘p xde dV = - dssdes +s de, +t ag,)dV

Ods d(yu,) +1 ,d(v, "+ u)}dAdL

LA

N

&5 -(5,Y) YA G () + o (5, y)dA (v + dul)(s)zds
|V|

du, "+ Q,dv, '+ Q,du, }ds

q
=-d



missa momentti maaritellaan lausekkeella M (s) := M, (s) := (¥ (S, ) YdA jaleikkausvoimaon
A

vastaavasti muotoa Q(s) :=Q,(s) := (§ o, (S, Y)dA . [1p]

Ulkoinen virtuaalinen tyo voidaan lausua muodossa
dW, = ¢f xdu dV + T >xdu ds

v S
= OcH(s, y)av(s, y) dAds

LA

= OV(S) (s, y) dAds
= (pV,F ds

missa kuormaresultantti on F(s) := (yi(s, y) dA.
A

Virtuaalisen tyon periaatteen mukaan dW, + dW, =0, joten
- (M, du, "+ Quav, '+ Qudlu, }ds + v, F ds=0. [1p.]
L L

Osittaisintegroimalla saadaan
d- M,"'du, - Q,'dv, +Q0dul}ds+[Mldul]L +[Q0dv0]L = OV F ds
L L

joka pétee kaikilla variaatioilla du, ja dv,, mistéa seuraavat tasapainoyhtal ot
-M,"+Q, =0

-Q,'=F

sekd jaykasti kiinnitetyn (tai vapaan) reunan reunaehdot

du, =0 (taa M, =0), kun s=0,L

dv,=0 (ta Q,=0),kuns=0,L.[1p.]



2. Tehtava:

(a) L-profiilin vaantojayhyys:
1o 1 2
I, »=q bt’==2bt> ==bt®. [12p.
t » 3a| q i 3 3 [ p]

Vaantokeskio: Asetetaan napapiste B profiilin nurkkaan, jolloin koko profiililla
sektoriaaliselle koordinaatille pétee

W, =t g ds=- (J(z- z5)dy- (Y- Yg)dz] =

R R

Nainsiis I, , = %zdA=0=gwydA=1, ,jolloin
A A

Z' Wz yzZ' ugy —

yC:yB+ || -|2 =Y
y'z yz
z. =7, |y|WBy-|yZ|WBZ—ZB
= - =
Il,- 12

Leikkaus- eli vaantokeskid C = B djaitsee napapisteessa profiilin nurkassa. [1 p.]

Kayristymigayhyys (el kysytty): Vaantdkeskion suhteen laskettu normeeraamaton
sektoriaalinen koordinaatti . =0 koko profiililla ja vastaava sektoriaalinen

staattinen momentti S; = (¥ dA =0 seké normeerattu vaantokeskion

S
€ =14, =0 koko profiililla. Siis
A
sektoriaalinen vaantojayhyys eli kayristymisjayhyyson |, = c‘yvé dA=0.
A

(b) Kahden L-profiilin yhdistelm&profiilin vaant6jayhyys:
1o 1 2
|, »=q bt’==4(b/2)bt® ==bt®. [1/2p.
t » 3a| q i 3 ( ) 3 [ p]

Vaantokeskit: Asetetaan napapiste B L-profiilien yhdyskohtaan, jolloin pisteeseen
B liittyvillaprofiilin osilla patee w, =0. Ylemman L-profiilin pystylaipalla vy,

kasvaa nollasta lineaarisesti arvoon w, = - b®/4 kun taas alemman L-profiilin
vaakalaipalla w, kasvaanollasta linesarisesti arvoon w, =b’/4.

Asetetaan yz -koordinaatisto pisteeseen B akselit laippojen suuntaisesti, jolloin
koordinaattijakaumat antavat sektoriaaliset tulomomentit
ib/2, b, b b/2bb2u 5tb*

| dA= t—-—-— +0+0+ 20200
wgy AO/Vy | ( )( ) 2 4% 9
ib/2b, b? b/2 b b’l 5tb4
L. = Mz dA= tl__(' —)+0+0+—(' —)— =- -1,y [1p]
¢ 2 2" 4}

ja Jayhyysmomentlt (erityisesti |, * 0)



Iy:C\)ZZdA:t}E('E)(' E) %(_E)(_ —) +0+ EEEU Sb

h 120 2" 2 3 22 24
5th*
|, =cy?dA=1, =
0 v g
b/2 b/2b b th®
|, = ¢y dA= tl (-—) =5 )%—-— [1p]
A

Néista saadaan edelleen vaantokasklon koord| naatit

5tb3( 5tb4) (- tb3)5tb4

(0 I 5b
—y 4 2wz yrwy . 24 8 9% __2N
A I =T 5tb3_ W, 32
24 24 8
ld, -1 1 [ (-1 -1 (-1 M1 -1 1
Zo =z, Ly vt g y(- 1) yzz( WBV)=ZB+LYZZWBY:ZB'@:'@
,- 12 1,- 12 ,- 12 2 32
[1p.]

Kayristymigayhyys (el kysytty): Vaantokeskion suhteen laskettu
normeeraamattoman sektoriaalisen koordinaatin 1. jakaumaon

V astaava sektoriaalinen staattinen momentti
S, = c‘yT/C dA=...

e
A

Normeerattu vaantokeskion sektoriaalinen koordinaatti

We —

W. = W. - =..
C C A

Sektoriaalinen vaantojayhyys eli kayristymisjayhyys

= (y% dA=...
A



3. Tehtava:

Ulkoisen kuormituksen g energia”kuluu” sek& laatan taivuttamiseen etté alustan kasaan painamiseen.
Siis kokonaispotentiaalienergian lauseke on

P=U +U,+V
missa laatan muodonmuutosenergia on
U, :%(‘j\/lnch
D . Tw Tw,, 7w Tw | T°w.,
=~ 0zt - 2A-Ml - () THdA
271 % 1 i
y y y [1/2p]

\ ﬂzW 2
= D(1- 1) Jo—)?dA
( n)Ad‘ﬂx‘ﬂy)
-pa-n'e
a

Y114 on kaytetty laatan taipumalle approksimaatiota
Tw _wy ﬂZW_O_ T°w
Ty a2’ ™y

joka toteuttaa potentiaalienergian minimiperiaatteen vaatimat kinemaattiset reunaehdot w(x,0) =0,
w(0, y) = 0. Selvitettavaksi jaa siis yksi tuntematon vakio w,. On huomattava, ettéa vapaassa nurkassa

tale approksimaatiolle pdtee w(a,a)* 0. [3/2p.]

W
W(X, y) == Xy ;
a

Alustan muodonmuutosenergia saadaan suoraan jousivoimaa p(X,y) =kw(x, y) vastaavasta

. 1. . .
muodonmuutosenergiasta U, = > (JW’dA tai muodonmuutosenergiasta
A

Kuorman potentiaalienergia on
2
V= o= g% pota = Vo
A a“ a 4
Kokonaispotentiaalienergian
D(- mwg , ka’ws  ga’wg
a? 18 4
minimi saavutetaan, kun

P :U| +Ua+V =



P fiP

O=aP =—adwy P —=0
g wg

i } 2 2 2 4
I:)WOI,ZD(lzn)Jrka,_qa —0p WO:qa 1 = 9ga .

: 9p 4 4 2D(1-n)  ka® 4(18D(1- n)+ka®)

a’ 9
M aksimitai puma saavutetaan laatan vapaassa nurkassa:
9ga*

[3/2p.]

Wmax = W(a’ a) = WO

- 4(18D(1- n) +ka*)



4. Tehtava:

Sauvojen massat ovat m =7 LA =rLpR? jam, =rLA =rLp(R/2)* =m, /4. Rakenteen keskelle
sauvojen yhdyskohtaan keskitetdan siis massa

m=m/2+m,/2=5m/8

eli molempien sauvojen massoista puolet. [1 p.]

Toiset puolet massoista keskitetddn rakenteen jaykasti kiinnitettyihin paétyihin, joten ne eivét tule
mukaan varahtelysysteemiin. Y hdyskohdan massapisteen aksiaalinen asema x(t) on systeemin ainoa

vapausaste. Voimatasapainoehto systeemin hitausvoimalle, jousivoimalle ja herétekuormalle
gjanhetkella t on
mi(t) + kx(t) = f(t). [1p.]

Kokonaigousivakio maaréytyy "rinnan” olevien sauvojen puristusjaykkyyksista:

ks =FALEA _E ) SRE
k=k +k, = C T L(Al+Az) AL [2p.]

(Liikeyht&lo voidaan kirjoittaa myos suoraan muodossa

f(t) = mi(t) + E’*x(t)+ EAZ X(t) = m%(t)+5” RE . 13p))

Koska systeemissd on vain yksi vapausaste, sen alin ja ainoa ominaistagjuus on

a1
5rLpR*/8 L




