Rak-54.116 Rakenteilden mekaniikka C, RM C 4ov
Tentti 30. 10. 2007

Kirjoita jokaiseen koepaperiin selvasti
- koko nimesi puhuttelunimi alleviivattuna
- 0sasto, vuosikurssi, tentin péivamaara seka tentittéva opintojakso koodeineen
- opiskelijanumerosi (mukaanlukien tarkastuskirjain)
- monettako kertaa olet ko. opintojaksoa suorittamassa
- mina vuonna olet suorittanut pakolliset harjoitustehtévét

1) Méritaleikkausvuo kussakin oheisen kolmikoteloisen
poikkileikkauksen seindméassa. Sauvan pituus on L ja sita
kuormittaa véantomomentti T. Seindmanpaksuust on
vakio.

2) Oheinen ohutseinaméainen (t <<b) kolmioputki [

on leikattu auki kuvion osoittamallatavalla b
M&rita nain saatavan poikkileikkauksen leik-

kauskeskitn asema, seké vaanto- ja kayristymis-

jayhyydet |, jal,, . Seinémanpaksuust on

vakio.

3) Oheisessa avaruuskehéssé sauvojen massan otaksu-
taan jakaantuvan siten, etta puolet on sauvan keskipis-
teessa ja neljasosa kummassakin pdéssa. Toisen sauvan
keskipisteessa on lisdksi massa M = 3000 kg. M&rita
kehan kaksivapausasteisen varadhtelyn ominaistaaj uudet
jaominaismuodot. Sauvojen massa on 300 kg/m,

taivutusiaykkyys El =60 MNm?japituusL = 20 m.

4) Nelidlaatta (sivun pituus a) on tuettu +-muotoiselle
tukikehikolle kahdella eri tavalla oheisen kuvan
mukaisesti. M&arita kayttamalla potentiaalienergian
minimin periaatetta ja soveltuvaa taipuman
approksimaatiota laatan suurimman taipuman
likiarvo kummassakin tapauksessa. L aatan
kuormana on omapaino, ja sen taivutusjaykkyys on

D = Eh®/12(1- n?).




Rak-54.116 Rakenteiden mekaniikka C, RM C (4ov)

K aavak ok oelma tenttiin 30.10.2007
L isaa per uskaavoja kaavakokoelmissa RM-A jaRM-B.

Muodonmuutokset kaksidimensi oi sessa tapauksessa

Tu _fu _fu fu
eS:Exes, e, _'ﬂ_y>ey' g, —Emﬁﬂ—yms

Siséinen virtuaalinen tyo

AW, = - ¢p xde AV
\Y

Ulkoinen virtuaalinen tyd

dW, = ¢fF xdu dV + T xdu ds
v S

Virtuaalisen tyon periaate

AW, + W, =0

Sauvan jannitysresultantit: momentit, normaalivoima jaleikkausvoi mat

M. ()= CF.(sY)YdA, N(S):=My(s):=F(sY)dA, Q(s):=(f(s Y)Y dA

Vaantgjayhyys umpinaiselle, reidlliselle, moniosaiselle ohuelle suorakaitedle seka yksi- ja
monikoteloiselle sauvalle

_ voly Ty
I =1_+ —-z—)dA

t ¢ 1z
I :i(HA+‘ dA)
e 9:
M 1o
| =—L, |, =2¢F dA=2¢wdA, |, »=3 bt®
t Gq t /g: 9N t»3ai (I}
AN 1y, AN 2 4 M,
It_®§+§m ds»— 1o It—G—qa} in_G_q
Ct Ct

Monikotel oisen sauvan vaantd

a o ~ O _
[a)— ds- a 0= -ds=2A
c Gtq wic, Otq
Sektoriaalinen koordinaatti pisteen B suhteen

P P

Wg = i(\j1B ds=- d(Z- ZB)dy' (y' yB)dZ]
P0 P0

Sektoriaaliset tulomomentit

lWBy:(\j/VBydA' lWBz:(\j/VBZdA
A A
Jayhyysmomentit
= dA, I,=¢y’dA, I,=cpydA KAANNA!
A



Vaanto- i leikkauskeskit C
1 I,

- Z' Wyz yZ' gy _— z . . —
Ye = Ys ﬁ_ys lB , Josl, =0
yiz  lyz y
— |y|WBy-|yZ|WBZ— |WBy- iosl =0
S R e R I
ylz™ lyz 2
Sektoriaalinen staattinen momentti vaantokeskion sektoriaaliselle koordinaatille
SWC = O/VC dA'
A

Normeerattu vaantokeskitn sektoriaalinen koordinaatti

We =We -

Sektoriaalinen staattinen momentti

SWC(S) = c‘yvc(s)t ds

_(yyédA
A

Potentiaalienergia
P=U+V
Muodonmuutosenergia
1,
U=-dv
2 \%
Ulkoisen kuormituksen potentiaali

V=-¢Fxudyv- c‘)'_l'mds

S
Kirchhoff-laatan muodonmuutosenergia
ﬂ w ﬂ W2 TwTw  Tw
U—— == - 20- Ml - () dA
% Ty xfy
_ Et3
12(1- n?)
Sauvan muodonmuutosenergia taivutus-, leikkaus-, puristus- ja vaantttapauksessa

L
U =%6Elk2+%g§y+EAef+Gltjf} dx
0

Jousivoima ja jousen muodonmuutosenergia
1
F =kx s U= E kX2

Y ksivapaustei sen jousi—massa-systeemin vapaan varahtelyn differentiaaliyhtal 6, yleinen ratkaisu ja
ominai skulmatagjuus

mi(t) +kx(t) =0,  x(t) = C,sin(ut) +C,cos(ut), W= %

L isaa per uskaavoja kaavakokoelmissa RM-A jaRM-B.
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Ratkaisutiivistelmat tenttiin 30.10.2007
[suluissa pisteytys]

1. Tehtava:

Sovelletaan monikotel oisen sauvan vaannon kaavaa
9 ~ G —
b=—ds- 4 o—dS—ZA, [1p]
th kti Cy
Josta saadaan yhtél éryhma
éq, 0 cg S -S, S5 U éau
sq=26tga, q=5,%, 5=8 S, stﬂ a=Sal,
%0 @Wmm- s f eAl
missa seinamien pituudet s; on kerétty matriisiin S ja osapinta-alat A vektoriin @ (ks. numeroarvot
laskuharjoituksen 5 tehtévasta 3). Lekkausvuot seinamissi saadaan yhtdl oryhman ratkaisusta
q=2GtgS'a. [3p]

Vaantdmomentille patee
T =M, =2qga = 4GtgS ‘aga ,
mistd saadaan vaantyma

g=— 1
4GtS 'aga
joten ratkaisun lopullinen muoto on
_TS'a

25 [ Pl



2. Tehtava
lo 5_1 3
Vaantojayhyys: |, »:—3a bt. —:—3(2+«/§)bt . [1p]

Vaantokeskit: Lasketaan ensin profiilin painopiste profiilin suorasta kulmasta mitattuna:
b

b
. Ebt+0bt+§x/§bt b
Y bt + 20t 4
Asetetaan sitten yz -koordinaatisto painopisteeseen (muuten alla olevat vaanttkeskion kaavat eivat
péde sdllaisenaan) suoran kulman muodostavien laippojen suuntaisesti, jolloin téassa
koordinaatistossa lasketut koordinaattijakaumat antavat jayhyysmomentit (erityisesti 1, * 0)

3
| = das 25
A 24
3
l, :c‘)y2 dA= Iy :—(2-+_5\/§)tb
A 24
_ 3
ly, = c‘)ZydA:—(*/zzf)tb .

A

Asetetaan napapiste B profiilin ylanurkkaan, jolloin pisteeseen B liittyvilla profiilin osilla pétee
W, = 0. Jos positiivinen suunta kiertéé vastapéivadn, niin alalaipalla 1, kasvaa nollasta

lineaarisesti arvoon W, = bb = b?. Koordinaattijakaumien avulla saadaan sektoriaaliset
tulomomentit

X (8- 3V2) .
[, .= dA=——~tb
Wy AO/VBy 24
.. = Y%z dA=- ?th“

A

Izlwz- Iyzlwy
Ye=Ye +ﬁ » - 0.70b
yiz o lyz
_ IyIWBy' IyZIWBZ
zC—zB-—|2»0.4]b [Bp]

Iylz' yz

Kéyristymisjayhyys: Vaantokeskion C suhteen laskettu normeeraamattoman sektoriaalisen
koordinaatin 1. jakauma ja vastaava sektoriaalinen staattinen momentti saadaan kaavoista

P P

Wy =g ds=- J(z- Z)dy- (Y- Yp)dZ] | S = O dA.
R R A

Normeerattu vaantokeskion sektoriaalinen koordinaatti ja sektoriaalinen vaantojayhyys di

kayristymisjdyhyys

~ SW hY
We =V, - —=, 1, =pédA [1p]
A A




3. Tehtava:
Massamatriisi: Jakamalla massoista puolet keskipisteeseen ja neljénnekset sauvojen péihin saadaan
massamatriisin alkiot
m, = 0.5mL +0.25mL = 4500kg
m, =0.5mL + M = 6000kg
jolloin massamatriisi on

_eéd500 0 v

1Kg. [1p.
M=¢ 0  eo00d [tel

Jaykkyysmatriisi: Jaykkyysmatriiss k muodostetaan ottamalla huomioon, ettd keskipisteestdan
13

48El

kuormitetun péistéén vapaasti tuetun sauvan keskipisteen taipumaon v =
Né&in saadaan yhtél 6t

} X+ X, =48Elv; /

% X, = 48El (v, - 2vp) /L%

ivy=1

iv,=0
joista, antamalla vuoronperdan arvot i jai 1 saadaan jaykkyysmatriisiksi
Iy, =

_ 660 - 24El

=a '—[2p]
&24 48fL®

Ominaisvér ahtely: Tamén jalkeen tasapainoyhtél 6 voidaan kirjoittaa muotoon

1%0
({8 kI3 ={0 (3 =10y,
joka ratkaistaan yritteella
{x} ={f}sinut +y).
Tama sijoitettuna tasapai noyhté 66n tuottaa homogeeni sen yhtal 6n
& - w'mi{f} sin(ut +y ) ={0},

josta ominaistagjuudet voidaan ratkaista. [1 p.]

Jos merkitaan a = El /150013 kg] = 5.0[s] 2, saadaan neljannen asteen yhtald

(60a - 3w?)(48a - 4nW?) - 24%a? =0.

Tamanjuuret ovat W? = 24a =120s? ja w? =8a =40s? jaedelleen
=6.32s ' jaw, =10.95s *. Ominaismuodot saadaan ratkaisemalla yhtalct

g< wemif O} ={0},i=12

olettamalla esimerkiksi etta £{) =1, jolloin saadaan

)| o mlr =]



4. Tehtava:

Vaakasuuntainen ” plus’ -tuenta: Asetetaan Xy -koordinaatisto laatan keskelle tuennan suuntaisesti
jakaytetédan laatan taipumalle approksimaatiota

W(X y)=—

joka toteuttaa potentiaalienergian minimiperiaatteen vaatimat kinemaattiset reunaehdot
w(x,0) =0, w(0,y) =0.

Selvitettavaksi jaa siis yks tuntematon vakio w,. [3/2p.]

‘HW

2 2
W _ W w
1 =W T =0= , joten laatan muodonmuutosenergia

Télle approksimaatiolle pétee ,
Xy a®’ 1% 1%

on
‘sz Twfw - Tw

- 2(1-
( )[‘sz Tv° (ﬂXﬂy

)T dA
[V2p]

=D(1- n)d yZdA D(1- n)W2

K okonaispotentiaalienergian lausekeon P =U +V , missi kuorman potentiaalienergia on

V =- orgwdA =- trgﬂgoxydAz- UL [12p.]
v a a
K okonaispotentiaalienergian
2
P=U-4+V= D(l g)vvg_ ga WO
a 4
minimi saavutetaan, kun
) 2 4
0= dD—EdWOD E_Op 2D(12 n)_trga =0b Wo:”i
W 0 ﬂWO a 4 8D(1- n)
M aksimitaipuma saavutetaan laatan vapaassa nurkassa:
tr ga*
Wi = W(a,8) =Wy = [12p.]

8D(1- n)

Viisto " plus’ -tuenta: Asetetaan Xy -koordinaatisto taas laatan keskelle tuennan suuntaisesti ja
kaytetadan laatan taipumalle samaa approksi maatiota

wW(X,y) =—

joka toteuttaa potentiaalienergian minimiperiaatteen vaatimat kinemaattiset reunaehdot
w(x,0)=0, w(0,y) =0. [3/2p.]

Ainoat muutokset edelliseen ovat kuorman potentiaalienergia
tr ga®w,
24

sekd lisdksi maksi mitaipuma saavutetaan laatan vapaan sivun keskel1&:
W =W(al2,a/2)=wy/4=1[1/2p]

V =-orgwdA =- trgﬂgoxydAz-
\% a a



