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Rak-54.116 Rakenteiden mekaniikka C (4 ov)
Tentti 11.3.2008

Kirjoita jokaiseen koepaperiin selvasti

- koko nimesi, puhuttelunimi alleviivattuna

- 0sasto, vuosikurssi, tentin paivamaara ja tentittava opintojakso koodeineen

- opiskelijanumero, mukaan lukien tarkistuskirjain

- monettako kertaa olet opintojaksoa tenttimassa

- mind vuonna olet saanut tenttioikeuden pakolliset kotitehtavét suorittamalla

u(s,y) =u(s,y)e;+v(s,y)e,, u(sy)=a(s)- yb(s), v(s,y)=w(s),

jossa son sauvan keskilinjan suuntainen koordinaatti ja y on sauvan keskilinjan normaalin
suuntainen koordinaatti. Sauvaan kohdistuu jakaantunut kuorma f (s, y) = p(s, y)e; + d(s, y)e, ja
sauvan pituuson L.

(i) Johdavirtuaalisen tyon periaatteella tasapainoyhtél 6t ulokesauvan jannitysresultanteille, eli
normaalivoimalle N, taivutusmomentille M jaleikkausvoimalle Q.

(i) Maarita samalla myds jannitysresultantteja ja siirtymasuureita koskevat reunaehdot.

t
7 - V2o 32b/2
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M &érita oheisen kuvan avoimelle poikkileikkaukselle

(i) vaantsjayhyys 1, ja b

(i) leikkaus- eli vaantdkeskitn asema. J2b
(ii) Selvita lisaksi sanallisesti ja kaavojen avulla, miten

kayristymisjayhyys |, lasketaan. b
Laippojen paksuuson t japituudet ovat b, J2b seka 3v2b/ 2. Viistot laipat ovat 45° kulmassa
suoran kulman muodostaviin profiilin osiin néhden.

Nelionmuotoisen ulokelaatan sivumittaon a, paksuus t jataivutugaykkyys p
D = Et3/ [12(1- n?)] . R
(i) Laattaa kuormittaa molemmissa vapaissa nurkissa sijaitsevat
samansuuntaiset pistekuormat P . Laske arvio laatan maksimitaipumalle
kayttamalla Kirchhoffin laattamallia ja potentiaalienergian minimin a
periaatetta seka menetelmaan soveltuvaa taipuman yritefunktiota.

(if) Miten taipuman yritefunktiota on muutettava, jos nurkkien pistekuormat
ovatkin vastakkaissuuntaiset? ®

Pydrean akselin leikkausmoduli on G, hitausmomentti J ja véantovastus |, . P

(i) Johdajatkuvamassaisen akselin vaantovérahtelyn
osittaisdifferentiaaliyhtalé.

(i) Ma&arita téta tasapainoyhtal 6a soveltaen ulokesauvan kaksi alinta
ominaiskulmatagjuutta.

G,J.1,

/
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Rak-54.116 Rakenteiden mekaniikka C, RM C (4ov)
K aavakokoelma tenttiin 11.3.2008

Lisda peruskaavoja kaavakokoelmissa RM-A jaRM-B

Muodonmuutokset kaksidimensioisessa tapauksessa

fu fu _u fu
e =—x, =X, g, ="+t X
Ts Ty Y 1s Ty
Sisdinen virtuaalinen tyo

W, = - ¢p xde AV
\Y

Ulkoinen virtuaalinen tyo
aW, = ¢§ xdudV + )t xdu ds
\%

S
Virtuaalisen tyon periaate
W, +aW, =0

Sauvan jannitysresultantit: momentit, normaalivoima ja leikkausvoimat

M (8):=Cp.(sY)YdA,  N(5):=My(s):=(p.(s Y)dA, Q=¥ (sy)y'dA
A A A

V dantojayhyys umpinaiselle, reidlliselle, moniosaiselle ohuelle suorakaiteelle sekd yksi- ja

monikoteloiselle sauvalle

= |p+dy%-zﬂ) dA

A

_2 N
l, —G—q(HA +9: dA)

M \ \ 1
lt:G_ct]’ |t:20c dA:ZONdA, |t»§éb,tf
AN 4N
E —N)t ds}[aﬂs l an,lq'A
C t t

C

Sektoriaalinen koordinaatti pisteen B suhteen
P P

=t ds=- (J(z- z)dy- (Y- Yg)dZ]
PO PO
Sektoriaaliset tulomomentit

=OwYdA, 1,,=0O%zdA
A A
Jayhyysmomentit
I, =" dA, I,=¢y*dA, | ,=c¢pydA
A A A

KAANNA!



Vaanto- eli leikkauskeskio C
I,,- 1,1

yC:yB Z|WBT )llzzwy:yB |WBz; jOSIyZ:O
yiz  lyz y
— lyIWBy' |yZ|WBZ — |WBy- ; _
ZC_ZB-—_ZB-l_! JOSIyz_O

I 1 - 12

y' z yz
Sektoriaalinen staattinen momentti vaantokeskion sektoriaaliselle koordinaatille
S, = Yk dA,

e
A

Normeerattu vaantokeskion sektoriaalinen koordinaatti

z

e

We =W -

Sektoriaalinen staattinen momentti
S, (8) = )% (s)tds
0
Sektoriaalinen vaantojayhyys eli kayristymisjayhyys

:(‘j/VédA
A

Potentiaalienergia
P=U+V
Muodonmuutosenergia
U= 1 oredv
2 \%
Ulkoisen kuormituksen potentiaali

V=-¢Fxudyv- c‘)'_l'mds

S

Kirchhoff-laatan muodonmuutosenergia
‘ﬂ W T e TwTw  T°w,,
- 2(1- - dA
y ( n)[‘ﬂx2 % (ﬂXﬂy) b
_ Et3

12(1- n?)
Sauvan vaantévarahtely
JR(X1) - Gly "(x,t) =m(x,t)
J (x,1) = X(X)T(t), f(t) +WT() =0, X"(X)+ ‘éwz X(x)=0

t

T(t) = C,sin(ut) + C, cos(ut)

X(x)= Asn(/ x)+ Acos(/ X), /%= v’

Gl,

LisAa peruskaavoja kaavakokoelmissa RM-A jaRM-B.



Rak-54.116 Rakenteiden mekaniikka C (4 ov)
Ratkaisutiivistelmat tenttiin 11.3.2008
[suluissa pisteytys|

1. Tehtava:

(i) Muodonmuutokset ovat nyt

eS:."—uneS :E:a'(s)- yb'(s)
{is

ngﬂxg +."_u>e :ﬂ+mzw'(s)- b(s). [1p]

s Iy ° s Ty

Sisdinen virtuaalinen tyd on muotoa
AW, =- (pxdedV =- (ysae, +s de, +t dg,)dV
\Y \Y

=- Ofs.da*- yb)+t d(w'- b)ldAdL
LA

=- (‘i Fs(sy)dAda'(s)- (F.(s y)ydAdb'(s) + (¥ (S y)dA (dw'- db)(s)zds
Ll A A A
= - dN(da)'- M, (db)'+Q,((dw) - db)}ds
missé normaalivoima ja momentti mégritellaén lausekkeilla N(s) := M (s) == (5 (s, Y)dA ja

M (s) :=M,(S) == (F (S, y) YdA seké leikkausvoima on muotoa Q(S) :=Qy(S) := (¥ (S, Y)dA . [1p]

Ulkoinen virtuaalinen tyd voidaan lausua muodossa
dW, = ¢f xdu dV + ¢t xdu ds
\Y

S
= AOP(s, y)du dAds+ ¢Cy(s, y)dv(s, y) dAds
LA LA

= pa(s)op(s, y) dAds- cyb(s)op(s, y)y dAds+ cpw(s) cp(s, y) dAds

= (Pda ds- ORab ds+ (J-dwds

mié&'i kuormar;sultantit oanéériteIty Seuraavasti:

F(s):=a(s y)dA, P=0p(s Y)dA ja R=p(s y)ydA.

Virtuaaligen tyon periaatteenAmukaan aW, + adW, i 0, joten

d- N(da)'+ M (db)'- Q((dw)'- ab)}ds+ OPda ds- (Rab ds+ Fdwds=0. [1p]
L L L

L

Osittaisintegroimal la saadaan
AN'da +(-M'+Q)ab +Q'dwjds- [Nda], +[Mab]. - [Qdw], =- ¢Pda ds+ Rab ds- (Fdwds
L L L L



-N'=P,-M'+Q=Rja -Q'=F
oltavavoimassavdlilla (O,L). [1p.]

(i) Myos jaykasti kiinnitetyn (s =0) javapaareunan (S = L) reunaehtojen on oltava voimassa:
da=0,kuns=0,jaN=0,kuns=L,

ab=0,kuns=0,jaM =0,kun s=L,

adw=0,kuns=0,jaQ=0,kun s=L.[1p]



2. Tehtava:

(i) Vaantojayhyys: | »—alqt ——(2(1+f)+3f/2)bt —(E+i)bt p.]

(i) Vaantokeskio: Ak5|aallsen snrtyman tiedetd&n nyt symmetrian perusteella hévidvan pisteesss, jossa
symmetria-akseli leikkaa profiilin. Asetetaan siis yz -koordinaatisto profiilin suoraan kulmaan suoran kulman

muodostavien laippojen suuntaisesti. Tassa koordinaatistossa lasketut koordinaattijakaumat antavat
jayhyysmomentit (jalkimméisena symmetria-akselilla olevan viiston laipan osuus)

(1+8V2)tb® .\ 9V2th® _ (8+912)th?

=y’ dA= 5,696th°
T 3 8 20
3 3 3
= dA=1, = (L+8V2)tb" | 9V2th® _ (B+OW2)D® o s
¢ 3 8 24
3 3 3
|, =0y dA= 5\/§tb + ngtb = 67£tb » 3,948th°.

A
Asetetaan napapiste B profiilin suoraan kulmaan, jolloin kolmella pisteeseen B liittyvalla profiilin osalla pétee
W, =0 (suoran kulman muodostavat osat ja keskimméinen viistolaippa). Jos positiivinen suunta kiertéa
vastapéivaan, niin viistolla alaaipalla 1, kasvaa nollasta lineaarisesti arvoon 1, = (\/Eb/ 2)(\/§b) =b’ ja

viistolla ylalaipalla arvoon v, = - b’ . Koordinaattijakaumien avulla saadaan sektoriaaliset tulomomentit

O/I/BydA tlﬂb( b2)+[
T

L. = M2 dA= tiﬂbb2+\/7b(b+2(2b))( bz)%—-itb4

b b+ 2(2b))b2g V2 e

gz
A

Naéisté saadaan eddl leen vaantokeski 6n koordinaatit
I zI Wz I sz Wy
Ye =Yg t o2z vz ey » -0.40b

2
I
I
y ey~ Tyz wyz

I I |2 :yC [Sp]
yiz o lyz

L =2~

Symmetria-akselilla oleva viisto laippa olisi voitu jattaa kokonaan pois laskuista, koska se e vaikuta
vaantokeski on asemaan eiké kayristymis ayhyyteen.

(i) Kayristymigayhyys: Vaantokeskion C suhteen laskettu normeeraamattoman sektoriaalisen koordinaatin
1. jakauma ja vastaava sektoriaalinen staattinen momentti saadaan kaavoista

P P
W =+ ds=- J(z- z)dy- (Y- ¥.)dZ] ja§; =y dA

P R A
Normeerattu vaantokeskion sektoriaalinen koordinaatti ja sektoriaalinen vaantojayhyys di kayristymisjayhyys
lasketaan kaavoista

= (Y% dA. [1p]

A



3. Tehtava:

(i) Samansuuntaiset kuormat: Asetetaan Xy -koordinaatisto laatan vasempaan alanurkkaan sivujen suuntaisesti
jakéaytetédan laatan taipumalle approksimaatiota

W,
w(X, y) =—2 x>,
a

joka on fysikaalisesti jarkeva ja toteuttaa potentiaalienergian minimiperiaatteen vaatimat kinemaattiset
reunaehdot wW(0, y) =0 (taipuma, vasensivu) ja :TT—W(O, y) =0 (kiertymé, vasen sivu).
X

Selvitettavaksi jaa siis yks tuntematon vakio w,. [3/2p.]

Télle approksimaatiolle pétee
Tw_ o TPw__w Tw
™y X at

joten laatan muodonmuutosenergia on

U——dVD«dA——d(ﬂW ﬂW o py T Iw
w

aZ

:O,

ﬂZW 2
- dA
x> Ty’ (ﬂXﬂy) b

[1p]

W
=D ~oVy2 4a = oD
2Ad az)

K okonai spotentiaalienergian lauseke on muotoa P =U +V , missi kuorman potentiaalienergia on
V =-oFxdudV - T xduds=-{Pw(a,0) + Pw(a,a)} = - 2Pw,. [1/2p]

v S
K okonaispotentiaalienergian
P=U+V = 2DW2 - 2Pw,
a’
minimi saavutetaan, kun
2

0=cP =" gy b 0= = 4% _ppp = "L

o W a 2D
M aksimitaipuma saavutetaan laatan kuormitetuissa nurkassa:

Pa?

Wrax = W(a,0) =w(a,a) =wy = >0 [1p]

(i) Vastakkaissuuntaiset kuormat (toinen ylds, toinen alas): Asetetaan Xy -koordinaatisto keskelle laatan

vasenta kiinnitettya laitaa sivujen suuntaisesti, jolloin laatan taipumalle voidaan kéyttaa periaatteessa samaa
yritettd kuin i-kohdassa, koska ol edlliset reunaehdot toteutuvat. TAma X -suunnassa toisen asteen yrite el
kuitenkaan onnistu kuvaamaan taipuman muutosta Yy -suunnassa, di sitd, ettd toinen nurkka taipuu aas ja toinen
yl6s. Yrite on siis téssa tapauksessa epafysikaalinen ja siten liian yksinkertainen. Parempia yritteité olisivat
esimerki ksi
W(x, y) =0 %2y ta w(x,y) = -0 X2y,

a a’
jotka ottavat huomioon sen, ettd Y -suunnassa epadsymmetrinen kuormitus aiheuttaa Yy -suunnassa
epdsymmetrisen taipuman. [1 p.]



4. Tehtava:

() Kirjoitetaan momenttitasapainoehto differentiaaliselle akselinpétkélle:
M, (x+dx,t)- M (x,t) + m(xt)dx- Jf(x,t)dx =0
Jakamalla yhtél 6t puolittain pituudella dx seka kayttémélla derivaatan ja véantdmomentin méérite maa saadaan
tasapainoyhtal 6t ja vaantovarahtel yn yhtal o:
‘I M;(x,t) =Gl g(x,t) =Gl '(x,t)
; deiX D L mxt) - JE(xt) =0
P JR&(x,t)- Gly "(x,t) =m(xt). [2p.]

(ii) Varahtely-yhtalon ratkaisua etsitéan separoidussa muodossa / (X,t) = X(X)T (t), joka antaa
ominaisvéréhtelyn m = 0 tapauksessa

G x"_®_ oy v

: ®+1’T =0 ja X"+—X =0.
X T Gl,

Né&iden yhtal6iden ratkaisut ovat muotoa

W
= [1p]

t

T(t)=C,sinut +C,cosut ja X(x) = D;singx + D, cosgx, g° =

Reunaehdot ovat jaykésti tuetussa péésséd/ (0,t) =0 javapaassapasssa M, (L,t) =0, mista seuraa

X(0) =0= X"'(L). Néista saadaan endot D, =0 ja D,gcosgL =0. Koska D,g € voi ollanolla (muuten
koko ratkaisu olisi nolla), niin cosgL =0 jasiis

gL:i%, i=13..

Tasta yhtél 0Osté voidaan ratkaista ominaiskulmataajuudet

‘/ ,/ —,1=L3...[2p]



