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Rak-54.116 Rakenteiden mekaniikka C (4 ov)
Tentti 12.5.2008

Kirjoita jokaiseen koepaperiin selvasti

- koko nimesi, puhuttelunimi alleviivattuna

- 0sasto, vuosikurssi, tentin paivamaara ja tentittava opintojakso koodeineen

- opiskelijanumero, mukaan lukien tarkistuskirjain

- monettako kertaa olet opintojaksoa tenttimassa

- mind vuonna olet saanut tenttioikeuden pakolliset kotitehtavét suorittamalla

u(s,y)=a(s)- yb(s), v(s,y) =w(s), joissa s on sauvan keskilinjan suuntainen koordinaatti ja

y on sauvan keskilinjan normaalin suuntainen koordinaatti. Sauvaan kohdistuu jakaantunut

kuorma f (s, y) = p(s, y)e, +q(s, y)e, jasauvan pituuson L.

(i) Johdavirtuaalisen tyon periaatteella tasapainoyhtél 6t ulokesauvan jannitysresultanteille, eli

normaalivoimalle N, taivutusmomentille M jaleikkausvoimalle Q.
(i) Maarita samalla myds jannitysresultantteja ja siirtymasuureita koskevat reunaehdot.

| L
/ J2b

Oheisen kuvan avoimen poikkileikkauksen laippojen paksuus on t ja pituudet
ovat b ja J2b. Kaksi laippaa muodostavat suoran kulman ja kaksi muuta
ovat niihin ndhden 45 asteen kulmassa. M &arité poikkileikkaukselle

(i) vaantgjayhyys I, seka (ii) leikkaus- eli vaantokeskion asema. t
(i) Selvita lisaks sanallisesti ja kaavojen avulla, miten

kayristymisjayhyys |, lasketaan.

Nelitlaatan sivumittaon a, paksuus t jataivutusjdykkyys

D = Et3/[12(1- n?)] . Laattaon vapaasti tuettu oheisen kuvan mukaisesti

kahdelta vastakkaiselta sivultaan, joita yhdistavan keskilinjan (ei tuettu)

ylapuolella kuormituksena on tasainen kuorma q , kun taas keskilinjan

alapuolisen vapaan sivun keskella vaikuttaa pistekuorma P. Laske arvio
laatan maksimitai pumalle kayttamalla Kirchhoffin laattamallia ja potenti-
aalienergian minimin periaatetta seké soveltuvaa taipuman yritefunktiota.

Sauvan pituus on L, taivutugdykkyys El  ja massa pituusyksikk®a kohti m.

(i) Johdajatkuvamassaisen sauvan taivutusvarahtelyn osittaisdifferentiaaliyhtalo.

(if) Ma&arita téta tasapainoyhtal 6a soveltaen oheisen sauvan alin ominaiskulmatagjuus.
Sauva on toisesta paastéan jaykasti tuettu ja toisessa pdadssi on jaykka rullatuki.

(iif) Hahmottele liséksi kahta alinta ominaiskulmatagjuutta vastaavat vérahtelymuodot.
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Rak-54.116 Rakenteiden mekaniikka C, RM C (4ov)
K aavakokoelma tenttiin 12.5.2008

Lisda peruskaavoja kaavakokoelmissa RM-A jaRM-B

Muodonmuutokset kaksidimensioisessa tapauksessa

fu fu _u fu
e =—x, =X, g, ="+t X
Ts Ty Y 1s Ty
Sisdinen virtuaalinen tyo

W, = - ¢p xde AV
\Y

Ulkoinen virtuaalinen tyo
dW, = ¢f xdu dV + T xdu ds
\%

S
Virtuaalisen tyon periaate
W, +aW, =0

Sauvan jannitysresultantit: momentit, normaalivoima ja leikkausvoimat

M (8):=Cp.(sY)YdA,  N(5):=My(s):=(p.(s Y)dA, Q=¥ (sy)y'dA
A A A

V dantojayhyys umpinaiselle, reidlliselle, moniosaiselle ohuelle suorakaiteelle sekd yksi- ja

monikoteloiselle sauvalle

= |p+dy%-zﬂ) dA

A

_2 N
l, —G—q(HA +9: dA)

M \ \ 1
lt:G_ct]’ |t:20c dA:ZONdA, |t»§éb,tf
AN 4N
E —N)t ds}[aﬂs l an,lq'A
C t t

C

Sektoriaalinen koordinaatti pisteen B suhteen
P P

=t ds=- (J(z- z)dy- (Y- Yg)dZ]
PO PO
Sektoriaaliset tulomomentit

=OwYdA, 1,,=0O%zdA
A A
Jayhyysmomentit
I, =" dA, I,=¢y*dA, | ,=c¢pydA
A A A

KAANNA!



Vaanto- eli leikkauskeskio C
I,,- 1,1

yC:yB Z|WBT )llzzwy:yB |WBz; jOSIyZ:O
yiz  lyz y
— lyIWBy' |yZ|WBZ — |WBy- ; _
ZC_ZB-—_ZB-l_! JOSIyz_O

I 1 - 12

y' z yz
Sektoriaalinen staattinen momentti vaantokeskion sektoriaaliselle koordinaatille
S, = Yk dA,

e
A

Normeerattu vaantokeskion sektoriaalinen koordinaatti

z

e

We =W -

Sektoriaalinen staattinen momentti
S, (8) = )% (s)tds
0
Sektoriaalinen vaantojayhyys eli kayristymisjayhyys

:(‘j/VédA
A

Potentiaalienergia
P=U+V
Muodonmuutosenergia
U= 1 oredv
2 \%
Ulkoisen kuormituksen potentiaali

V=-¢Fxudyv- c‘)'_l'mds

S
Kirchhoff-laatan muodonmuutosenergia
W W “w *w W
“ f T oy LI TWyep g
y X Ty Xy
_ Et3
12(1- n?)
Sauvan taivutusvérahtely

(EIV"(x,1)) "+ mVv(x,t) = p(xt)
V1) = XO)T(), TE+wTE)=0, X™(X)- Wzg X(x)=0
T(t) = C,sin(ut) + C, cos(ut)

X (x) = Asin(/ x) + A cos(/ X) + Asinh(/ X) + A, cosh(/ ), /*= WZE—WI]

LisAa peruskaavoja kaavakokoelmissa RM-A ja RM-B.



Rak-54.116 Rakenteiden mekaniikka C (4 ov)
Ratkaisutiivistelmat tenttiin 12.5.2008
[suluissa pisteytys|

1. Tehtava:

(i) Muodonmuutokset ovat nyt

eS:."—uneS :E:a'(s)- yb'(s)
{is

ngﬂxg +."_u>e :ﬂ+mzw'(s)- b(s). [1p]

s Iy ° s Ty

Sisdinen virtuaalinen tyd on muotoa
AW, =- (pxdedV =- (ysae, +s de, +t dg,)dV
\Y \Y

=- Ofs.da*- yb)+t d(w'- b)ldAdL
LA

=- (‘i Fs(sy)dAda'(s)- (F.(s y)ydAdb'(s) + (¥ (S y)dA (dw'- db)(s)zds
Ll A A A
= - dN(da)'- M, (db)'+Q,((dw) - db)}ds
missé normaalivoima ja momentti mégritellaén lausekkeilla N(s) := M (s) == (5 (s, Y)dA ja

M (s) :=M,(S) == (F (S, y) YdA seké leikkausvoima on muotoa Q(S) :=Qy(S) := (¥ (S, Y)dA . [1p]

Ulkoinen virtuaalinen tyd voidaan lausua muodossa
dW, = ¢f xdu dV + ¢t xdu ds
\Y

S
= AOP(s, y)du dAds+ ¢Cy(s, y)dv(s, y) dAds
LA LA

= pa(s)op(s, y) dAds- cyb(s)op(s, y)y dAds+ cpw(s) cp(s, y) dAds

= (Pda ds- ORab ds+ (J-dwds

mié&'i kuormar;sultantit oanéériteIty Seuraavasti:

F(s):=a(s y)dA, P=0p(s Y)dA ja R=p(s y)ydA.

Virtuaaligen tyon periaatteenAmukaan aW, + adW, i 0, joten

d- N(da)'+ M (db)'- Q((dw)'- ab)}ds+ OPda ds- (Rab ds+ Fdwds=0. [1p]
L L L

L

Osittaisintegroimal la saadaan
AN'da +(-M'+Q)ab +Q'dwjds- [Nda], +[Mab]. - [Qdw], =- ¢Pda ds+ Rab ds- (Fdwds
L L L L



-N'=P,-M'+Q=Rja -Q'=F
oltavavoimassavdlilla (O,L). [1p.]

(i) Myos jaykasti kiinnitetyn (s =0) javapaareunan (S = L) reunaehtojen on oltava voimassa:
da=0,kuns=0,jaN=0,kuns=L,

ab=0,kuns=0,jaM =0,kun s=L,

adw=0,kuns=0,jaQ=0,kun s=L.[1p]



2. Tehtava:
(i) Vaantdjayhyys: |, »_ Qt3——2(1+\/_)bt3——(1+\/_)bt3 [1p]

(i) Vaantokeskio: Aksiaalisen siirtyman tiedetéén nyt symmetrian perusteella havidvan pisteessd, jossa
symmetria-akseli leikkaa profiilin. Asetetaan siis yz -koordinaatisto profiilin suoraan kulmaan suoran kulman

muodostavien laippojen suuntaisesti. Tassa koordinaatistossa lasketut koordinaattijakaumat antavat
jayhyysmomentit

3

= dAzm»LﬂthS

A

3
- o d _ 1+ 2V2)tb? 2f LN
A
3

. = OBy dA=- */Eéb » - 0,471ib°.

A

Asetetaan napapiste B profiilin suoraan kulmaan, jolloin pisteeseen B liittyvill& suoran kulman muodostavilla
osillapétee w, = 0. Jos positiivinen suunta kiertéd vastapéivaan, niin viistolla alalaipalla 1y, kasvaa nollasta
lineaarisesti arvoon w, = (v/2b/ 2)(v/2b) = b? javiistollayldlaipalla arvoon w = - b?. Koordinaattijakaumien
avulla saadaan sektoriaaliset tulomomentit

ey = Yoy dA= tlﬂ( b)b2+fbb( bz)%—-itb“ s - 0,707th?
h i
= gz tlﬂbbz fb( b)(- bZ)g N2 e s 0,707
i

Naista saadaan edd | een vaantokeskion koordinaatit

Izlwz Iyzlwy
Yo = yB +-= B2 I % -0.405b

2
I 1, - |yZ
_ IyIWBy B szWBZ _
Lo = Zg- WINE =Y. [3p]
yiz™ 'y

(i) Kayristymigayhyys: Vaantokeskion C suhteen laskettu normeeraamattoman sektoriaalisen koordinaatin
1. jakauma ja vastaava sektoriaalinen staattinen momentti saadaan kaavoista

P P
W = ds=- (J(z- z2)dy- (V- y.)d2] ja S, = ¢y dA
R ) A

Normeerattu vaantokeskion sektoriaalinen koordinaatti ja sektoriaalinen vaantojayhyys di kayristymisjayhyys
lasketaan kaavoista

cylfdA [1p.]



3. Tehtava:

Asetetaan Xy -koordinaatisto laatan vasempaan ala alanurkkaan sivujen suuntaisesti ja kaytetadan laatan
tai pumall e approksimaatiota

W(xy)—a x(a- x)—ao(xa x?) ,

joka toteuttaa potentiaalienergian minimiperiaatteen vaatimat kinemaattiset reunaehdot
w(0,y) =0 (vasensivu) ja w(a, y) =0 (oikeasivu). Yrite @ ota huomioon Y -suunnan muutosta mutta on

kuitenkin fysikaalisedti riittavan hyva. Selvitettavaksi jaasiis yksi tuntematon vakio w,. [3/2p.]

Télle approksimaatiolle pétee

Tw _ o TPw_ wy TPw_
- ] - 2_2 ] _2 - O ]
ixfy 'S a~ Ty
joten Iaatan muodonmuutosenergiaon
‘ﬂ w ‘ﬂ W TwTw  T°w,,
< dA= -21-n - dA
d\l d( @-n)I 0 Ty (ﬂxﬂy) I}
W2 [1p]

=Dy 2%y ga=2p %
2Ad az) a’

K okonaispotentiaalienergian lausekeon P =U +V , missa kuorman potentiaalienergia on
V =-gFxdudV - 3T xduds
v S

= - 5W(x, y) dA- Pw(g,O)
A

Wo & a , [1p]
—-q—gglz(‘@(xa- x*) dxdy - TO
_ . P qa)
2 Wo
K okonaispotentiaalienergian
P=U +V:_2D\2/v§ Z qa) W,
minimi saavutetaan, kun
44 2
O=adP _Edwop O_E:Wog P qa )p WO:M
W W a 4 48D
M aksimitaipuma saavutetaan laatan puolivalissi:
4 2
a ga” +3Pa
W = W(=,Y) =Wy =—— [3/2p.
max (2 y) =Wy 28D [3/2p.]



4. Tehtava:

() Kirjoitetaan pystysuora voimatasapainoehto sek& momenttitasapainoehto differentiaaliselle palkin pétkélle:

Q(x+Dx,t) - Q(x,t) + p(x,t)Dx - mik(x,t)Dx =0 P M(x+Dx.t)
M (x+Dx,t) - M(x,t) - Q()Dx+[p(x.t) - mi(x,)](Dx)2/2=0 Q(X.1) 4 [
Jakamalla yhtalét puolittain pituudella Dx , kayttamalla 1
derivaatan maaritd méa ja jattamalla pois korkean asteen termit I

seacen tasapainoyhtal ot ja taivutusvarahtelyn yhtals Q(x+Dx,t)

M(X,t) rTIV(X,t)

dQ(x,t)

o p(x,t) - mii(x,t) = O{,D EIVEE X, t) + mi(x,t) = p(x,t)
dM (x,t) - Q(x,t) =0 i

dx p

Tassa on kaytetty momentin ja leikkausvoiman méaaritelmia M =- Elv" ja Q = Elv" seka oletettu, etta El
on vakio.

Ominaisvérahtely-yhtal on ratkaisua etsitéan muodossa V(X,t) = X(X)T(t), joka sijoittamalla yhtél66n antaa

i =
B X # E+uAT =0
"_‘szl wPm

(if) Naiden yhtal6iden ratkaisut ovat

T(t)=C,snm +C,cosut,

X(x) = D;singx + D, cosgx + D;sinhgx+ D, coshgx,
4 _ |/|/2m

9 =7 - [2p]

Reunaehdot ovat ruIIatukipéédys&'i v'(O t) =0=0Q(0,t) jajaykasti tuetussa paassa V(L t)= O = v'(L t) joista

D, = D3 =0 jatoisaalta
D,cosgL +D,coshgl =0 (i b e cosgL  coshgL ueDzu &0u
- D,gsinglL + D,gsinhgL = O% & gsingL gs nhg'—ueD4u g)u
Y ht&l 6ryhman kertoimille saadaan nollasta eroavat ratkaisut, jos kerroinmatriisin determinantti hévida:
gsinhgL cosglL +gsingL coshgL =0b tanhglL +tang =0.
Y htél 6sta voidaan ratkaistaarvot g jalopulta ominaiskulmataajuudet

= ’Egiz, i=123...,
m
fE| ’E| 5.6
glL:2.3650, W = ng: EF [2p]

(iii) Ominaismuodot noudattavat reunaehtoja: kiertyma on nolla molemmissa paédyissa ja lisdksi siirtyma on
nolla jaykassa paadyssa. X, :lla e ole yhtéan solmukohtaa, X, :lla on yksi. Solmukohdalla tarkoitetaan téassa
palkin ominaismuodon ja palkin deformoitumattoman alkutilan leikkauspistetta. [1 p.]



