
Aalto-yliopisto, Matematiikan ja systeemianalyysin laitosRasila/Quach
Mat-1.1230 peruskurssi S3 Syksy 2010
1. välikoe Ti 12.10.2010 klo 16.00-19.00
Kokeessa ei saa käyttää laskinta eikä taulukkokirjaa.

1. (a) Määritä

Re (1/z̄2),

kun z = x+ iy.

(b) Määritä argumentin päähaaran arvo Arg z pisteessä

z = (1 + i)12.

(c) Osoita, että jos |z| = 1, niin z̄ = 1/z.

2. Tutki, ovatko seuraavat funktiot analyyttisiä jossain alueessa D ⊂ C.
Myönteisessä tapauksessa määritä alue D.

(a)

f(z) = Re z + Im z,

(b)

f(z) = e−x(cos y − i sin y), z = x+ iy.

(c)

f(z) = 1/(1− z4).

3. Laske kompleksinen polkuintegraali

∮

C

e3z

3z − i
dz,

kun C on (a) yksikköympyrän {z : |z| = 1} kehä, ja (b) kolmio kärkipisteinä
0, 1, 1 + i, vastapäivään kierrettynä.

4. Laske residymenetelmää käyttäen (reaalinen) integraali

∫

∞

−∞

dx

(x2 − 2x+ 5)2
.

Vihje: Viereisellä sivulla olevat kaavat voivat virkistää muistia.

Kaavoja:

Hyperboliset ja trigonometriset funktiot:

cosh z =
ez + e−z

2
, sinh z =

ez − e−z

2
,

tanh z =
sinh z

cosh z
, coth z =

cosh z

sinh z
,

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
, sin θ =

eiθ − e−iθ

2i
,

sin(x± y) = sin(x) cos(y)± cos(x) sin(y),

cos(x± y) = cos(x) cos(y)∓ sin(x) sin(y)

Cauchy-Riemannin yhtälöt:

∂

∂x
u(x, y) =

∂

∂y
v(x, y),

∂

∂y
u(x, y) = −

∂

∂x
v(x, y).

Möbius-kuvaukset:

(w − w1)(w2 − w3)

(w − w3)(w2 − w1)
=

(z − z1)(z2 − z3)

(z − z3)(z2 − z1)
.

Polkuintegraali:
∫

C

f(z) dz =

∫ b

a

f
(

z(t)
)

z′(t) dt.

Cauchyn integraalilause:
∮

C

f(z) dz = 0.

Cauchyn integraalikaava:

∮

C

f(z)

z − z0
dz = 2πif(z0).

Laurentin sarja:

f(z) =

∞
∑

n=0

an(z − z0)
n +

∞
∑

n=1

bn
(z − z0)n

.

Residylause:
∮

C

f(z) dz = 2πi

k
∑

j=1

Res
z=zj

f(z).
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Tehtävä 1. (a) –
1

z̄2
= · · · =

1

x2 − y2 − i2xy
. (+0.5p)

– Lavennettu oikein. (+1p)

– Reaaliosa otettu oikein. (+0.5p)

(b) – Potenssin laskeminen. (+1p)

– Argumentin päähaara. (+1p)

(c) – Todistuksessa käytetty tietoa |z| = 1 ja zz̄ = |z|2. (+1p)

– Todistus on looginen. (+1p)

Tehtävä 2. (a) – Funktio f = x + y. (+1p)

– Cauchy-Riemann oikein. (+1p)

(b) – C-R oikein. (+1p)

– Alue D määrittely oikein. (+1p)

(c) – Päätelty, että rationaalifunktio on analyyttinen. (+1p)

– Navat laskettu oikein. (+1p)

Tehtävä 3. (a) – Laskettu z0 = i/3 ja |z0| < 1. (+1p)

– Integraali laskettu Cauchy integraalikaavan avulla. (+2p)

(b) – g(z) =
e3z

3z − i
analyyttinen paitsi z0 = i/3. (+1p)

– g(z) analyyttinen annetussa kolmiossa. (+1p)

– Integraalin laskeminen Cauchyn integraalilauseen avulla. (+1p)

Tehtävä 4. – Navat laskettu oikein. (+1p)

– Residyyn viittaavaa laskemista. (+1p)

– Residy laskettu oikein. (+1p)

– Residylauseen käyttö integraalin laskemisessa. (+1p)

– Otettu huomioon vain toinen navoista. (+1p)

– Perusteltu polkuintegraalin avulla. (+1p)

– Ehtojen deg Q(x) ≥ deg P (x) + 2 ja Q(x) 6= 0 mainitsemisesta hyvitystä, jos

muissa perusteluissa virheitä.
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