Aalto-yliopisto, Matematiikan ja systeemianalyysin laitos Rasila/Quach Kaavoja:
Mat-1.1230 peruskurssi S3 Syksy 2010
1. vilikoe Ti 12.10.2010 klo 16.00-19.00

Hyperboliset ja trigonometriset funktiot:
Kokeessa ei saa kiyttii laskinta eikéd taulukkokirjaa.

h e +e” nh e —e %
coshz = ———, sinhz = ——,
1. (a) Médrita 2 2
Re(1/22)7 sinh z cosh z
tanhz = , cothz = — ,
kun z = = + iy. cosh z sinh z
i0 —i6 i0 —if
(b) Maééritd argumentin padhaaran arvo Argz pisteessd cosl — e’ "‘26 ’ 7 €inf — e’ _2_6 ! ’
i
z = (141)" sin(z + y) = sin(x) cos(y) £ cos(z) sin(y),

(c) Osoita, ettd jos |z| = 1, niin z = 1/z. cos(w £ y) = cos(w) cos(y) F sin(x) sin(y)

Cauchy-Riemannin yht&lot:
. . e . 0 0 0 0
2. Tutki, ovatko seuraavat funktiot analyyttisii jossain alueessa D C C. —u(z,y) = —v(z,y), —u(z,y) = ——v(z,y).
L e oz dy Jy ox
Myonteisessa tapauksessa méaarita alue D.

Mobius-kuvaukset:

f(2) =Rez+1Imz, (w—w)(w2 —ws) (2 —21)(22 — 23)

(w —wz)(wa —w1) (2 —23)(22 — 21)

f(z) = €_$(COS y —isin y)7 z=ux+iy. Polkuintegraali: ,

(©) | sera:= [ 1eem)oa
F2)=1/(1 - %),

Cauchyn integraalilause:

ﬁf(z) dz = 0.

3. Laske kompleksinen polkuintegraali Cauchyn integraalikaava:

632 (Z) .
fa= RO

c?— 20

kun C on (a) yksikkdympyrdn {z : |z| = 1} keh4, ja (b) kolmio kéirkipisteind Laurentin sarja:
0,1,1+ i, vastapédivian kierrettyna.

) = Yl s+ Y.
n=0 n=1

4. Laske residymenetelméd kdyttéen (reaalinen) integraali )
Residylause:

[eS) dx k
/m (22 — 2z 4 5)2 j{cf(Z)dZZ%izngif(Z)-
Jj=1

Vihje: Viereiselld sivulla olevat kaavat voivat virkistda muistia.
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Mat-1.1230 Matematiikan peruskurssi S3
1. vilikoe, pisteytys, syksy 2010

1 1
Tehtiivi 1. - == — +0.5
chtava @ z2 2 —y2 — 2zy ( P)
— Lavennettu oikein. (+1p)

— Reaaliosa otettu oikein. (+0.5p)
(b) — Potenssin laskeminen. (+1p)
— Argumentin pddhaara. (+1p)
(c) - Todistuksessa kiytetty tietoa |z| = 1ja 2z = |z|%. (+1p)
— Todistus on looginen. (+1p)
Tehtdvd 2. (a) — Funktio f = +y. (+1p)
— Cauchy-Riemann oikein. (+1p)
(b) - C-Roikein. (+1p)
— Alue D médrittely oikein. (+1p)
(c)  — Pditelty, ettd rationaalifunktio on analyyttinen. (+1p)
— Navat laskettu oikein. (+1p)
Tehtivda 3. (a) - Laskettu zg =14/3ja|zo| < 1. (+1p)

— Integraali laskettu Cauchy integraalikaavan avulla. (+2p)

3z

b -9 = 36 analyyttinen paitsi zo = ¢/3. (+1p)

z—1
— ¢(2) analyyttinen annetussa kolmiossa. (+1p)

— Integraalin laskeminen Cauchyn integraalilauseen avulla. (+1p)
Tehtiiva 4. — Navat laskettu oikein. (+1p)
— Residyyn viittaavaa laskemista. (+1p)
— Residy laskettu oikein. (+1p)
— Residylauseen kiytto integraalin laskemisessa. (+1p)
— Otettu huomioon vain toinen navoista. (+1p)
— Perusteltu polkuintegraalin avulla. (+1p)

— Ehtojen deg Q(z) > deg P(x) 4+ 2 ja Q(x) # 0 mainitsemisesta hyvitysti, jos
muissa perusteluissa virheiti.



