K1 3. vilikoe: Malliratkaisu tehtaviin 1
(a)

Sijoitetaan annettuun raja-arvoon x:n paikalle 0, ja katsotaan mitd tapahtuu:

€8T _cos(22) -1 0
Iim - = =
z—0  sin(3z) 0 0

Koska sekid osoittaja ettd nimittdjd ldhestyvit nollaa, kun x lihestyy nollaa,
voidaan kiyttad L'Hopitalin s3intod:

Derivoidaan siis sekd osoittaja ettd nimittdjd, ja lasketaan raja-arvo timin
jélkeen normaalisti sijoituksella:

eSn% — cos(2z) i S5 % e +2sin(2z)  1-e042.0

1
lim & 0020 =
250 sin(3zx) z—0 3 cos(3x) 3-1 3

(b)

Tutkitaan, onko yhtalolld Inz = 1/z yksikdsitteistd ratkaiswa vililld z €
1,2]. Merkitddn f(z) = Inz — 1/z, jolloin alkuperdiselld vht&lslls on yk-
sikisitteinen ratkaisu annetulla vlilld, mikili f(z):1l4 on tasan vksi nollako-
hta tdlld vélilld. Katsotaan, mitkd arvot f(z) saa vilin pditepisteissi:

f(l):lnl—%:Oﬂlz—l
f(2):1n2—%m0,19

Funktiolia on siis ainakin yksi nollakohta vélilld [1,2]. Jotta nollakohtia olisi
vain yksi, tAytyy funktion olla aidosti monotoninen t&14 villilld. Tutkitaan
funktion derivaattaa:
1 -1 1 1
4 = — e —— = — —_
@) z 2 z 2
Koska f'(x) > 0 koko vililld z € [1,2], f(z) on aidosti kasvava tilli valil-
14, f(z):14 on siis tasan yksi nollakohta vililldi z € [1,2], joten annetulla
vhtdldlld on yksikfsitteinen ratkaisu talld valilla.
Kiintopisteiteraatiota varten muokataan yhtdlé muotoon r = g(z):

1 -1 -1
mz=-oet?=¢"" &g—¢e*
T

tai



Nyt voidaan kiyttdd kiintopisteiteraatiota z,+1 = g(z,) yhtilén ratkaisun
etsimiseen. Valitaan g(x) = e* ', silli titd muotoa kiytettiessd iteraatio
suppenee (jos valitaan g(z) = =, iteraatio hajaantuu). Otetaan alkuar-
vaukseksi villin pditepiste, eli zg = 1, 5, ja aloitetaan iteraatio:

71 = glzg) = /™ ~ 1,9477
23 = g(z1) = e"/™ x 1,6710
z3 = g(zy) = eV/*2 » 1,8193

zg = g(zy) = /* ~ 1, 7600

zg = g{zs) = €1/ =~ 1, 7650
210 = g(ze) = /% v 1,7622

Ratkaisun kaksidesimaalinen likiarvo on siis = = 1, 76,



Tehtéivin 1 pisteytys

(a)

€

Tajuttu kiyttdd L'Hopitalin siintsd, eli joko mainittu sifinndn nimi
tai vihintdinkin kirjoitettu selkedsti nikyville ”g” ennen derivointia.
Pelkkd derivointi suoraan ei riitd. = 1 p

Derivaatat oikein = 1 p
Tulos oikein =+ 1 p

Pieni derivointivirhe = Yht. 2 p

Osoitettu yksikésitteisen ratkaisun olemassaolo. Tiahin vaaditaan seki
ratkaisun olemassaolon toteaminen (f(x} saa erimerkkiset arvot vilin
paitepisteissi tjsp.) ettd ratkaisun yksikésitteisyyden toteaminen (f(z)
aidosti monotoninen ko. valilld tjsp.). = 1 p

Valittu oikea kiintopistemu(])to, ja kirjoitettu iteroinnin idea selkefisti
nékyville. Esim. 2,41 = . Pelkkd lista iteroinnissa saatavia arvoja,
Joista ei kély selville, miten ne lasketaan, #i riith. = 1 p

e Tulos oikein = 1 p
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K1 3. vilikoe: Malliratkaisu tehtivain 3

™
f 2 ginz dr
0

osittaisintegroinnin avulla. Osittaisinfegrointikaava on

Lagketaan integraali

b
/: f(2)g(x)de = /f(z)q(a:) - f: f@)d («)dz

Valitaan f'(z) = sinz ja g(z) = 22, jolloin f(z) = —cosz ja ¢'(x) = 2.
Nyt

T i T
f z?sinz dr = —/w2005$+/ 2z cosx dx
0 p 0

Kiytetddn jiljelle jifineeseen integraaliin 2 [ xcosz dz osittaisintegroin-
tikaavaa uudestaan. Valitaan nyt f'(z) = cosz ja g(z) = z, jolloin f{z) =
sinz ja ¢'(z) = 1

T i " T
/ xzsin;cd,z:z—/12c05$+2/$sin$—2f sinr dz
0 0 0 0

ki3
= —[7’cos 7 — 0] + 2[wsinm — 0] + 2/(:05:1:
0
2)=3"—4

= 7% + 2[cos 7 — cos 0] = 7% 4 2+ (—



Tehtidvan 3 pisteytys

o Tajuttu kiyttdd osittaisintegrointia, eli osittaisintegrointikaava on nikyvil-
14 oikein, tai muuten selkedsti alettu osittaisintegroimaan oikein = 2
| &

e 1. osittaisintegrointi oikein = 2 p
¢ 2. osittaisintegrointi ja lopputulos oikein = 2 p
¢ Pieni merkki-, derivointi-, tai muu huolimattomuusvirhe = -1 p

e Kiytetyssé “osittaisintegrointikaavassa” miinuksen sijasta plussa, muuten
oikein = -1 p

Muuten véddrin, mutta “hyvé yritys” =+ Yht. 1 p
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