T-79.3001 Logiikka tietotekniikassa: perusteet
Kokoelma tenteistd 2007-2008, laadittu kevéalld 2008.

Italics: Teksti osa tehtdvinantoa, kaavat saattavat olla normitekstid tosin
Vihred: Kokoelman laatijan vastaus tehtédvaén

Tehtivi 1 (kalvot 1, 2 kaikki?)
(a) Mddrittele seuraavat kdsitteet:
- hylkéminen resoluutiolla,
- vapaa muuttujaesiintymd
- erojoukko
- teoreema,
- Herbrand-universumi,
- substituutioiden kompositio
- jdsennyspuu,
- vapaa muuttujaesiintymd
- yksikdsitteisten nimien olettamus
- disjunktiivinen normaalimuoto,
- tdydellinen todistusjdrjestelmd
- yleisin unifioija aksioma,
- struktuuri,
- nimien yksikdsitteisyys.

(b)
Mitd tarkoitetaan merkinndlld 2= ¢?
¢ on tosi lausejoukolle Z, eli looginen seuraavuus

Osoita yksityiskohtaisesti, ettd jos XU {p} =y, niin &= ¢ — y.
Tee itse.

Mitd tarkoitetaan merkinndlld = ¢?
¢ on pétevd, eli tosi mille tahansa lausejoukolle.

Osoita yksityiskohtaisesti, ettd jos = ¢ ja = ¢ — y, niin y.
¢ on pétevi, ¢ -> y on pétevd, silloin implikaation totuustaulukon mukaan myos y on oltava tosi

Mitd tarkoitetaan merkinndlld ¢ = y?
Lauseet ¢ ja y ovat ekvivalentteja.

Osoita yksityiskohtaisesti, ettd jos = ¢ — w jal= ¢ — ~y, niin ¢ = y.
Tee itse.

Mitd tarkoitetaan merkinndlld ¢ v y?
Disjunktiosymboli, tosi jos joko ¢ tai y on tosi

Osoita yksityiskohtaisesti, ettd jos = ¢ Vv y, niink= ~¢p v ~y.
Tee itse.

Mitd tarkoitetaan merkinndlld Cn(X)?
Lausejoukon X loogisten seurvaauksien joukko

Osoita yksityiskohtaisesti, ettd jos X1 C 22, niin Cn(X1 ) C Cn(22 ).
Tee itse.

Tehtivi 2 (kalvot 3, 9)

Todista semanttisilla tauluilla seuraavat vdittdmdt:
@EFEAAB)V(CAAC) > ~(AA—B)A(—C— A)
(aF((A—-B)—-C)—»D)—»(A—-BvD)A(C—D)
@Q¥(CA—-Bv(C) o (A —-Bv—-0)



(@Ar(A—>BvC)— ("Ba—C——A)
@AFA->B)AB->C)A(C>A)>A->C)A(C—>B)A(B—A)

(b) £ Ix(P(x) v Q(x)) «> IxP(x) v IxQ(x)
(b) £ Ix(P(x) — VxP(x))

(b) =3IxVyQ(x, y) — VyIxQ(x, y)

(b) {VxIy(P(x) — Q(y)), VxP(x)} F3zQ(2)
(b) £ Ix(P(x) v Q(x)) — IxP(x) v IxQ(x)

Semanttisten taulujen tulee sisdltdd kaikki vilivaiheet !!!

Aika helppoa, semanttiseen taulun juureen AINA lauseen negaatio eli F([lause]).
Jos kaikki polut ristiriidassa niin = [lause] on tosi.
Jos yksikin polku ei ole ristiriidassa niin # [lause] on tosi.

Tehtivi 3 (kalvot 5,6,8,11)
Johda lauseelle Prenex-normaalimuoto sekd mahdollisimman yksinkertainen klausuulimuoto (eli
klausuulijoukko S) ja osoita S toteutumattomaksi resoluutiolla.

—(VxP(x) v VyP(y) — Vx3y(P(x) A P(y))) [08.2007]
=Vx3y(zR(x, z) — AVR(y, V)) [10.2007]
=Vx3y(Az R(y, z) — Iv R(x, v)) [01.2008]
—AxVy(Vz R(x, z) — Vx R(x, y)) [03.2008]

—(AxVyG(y, x) — VyIxG(y, x)) [05.2007]
=>-(Ex Ay G(y,x) -> Ay Ex G(y,x))
=>-(-Ex Ay G(y,x) V Ay Ex G(y,x))

=> (Ex Ay G(y,x) A -Ay Ex G(y,x))

=> (Ex Ay G(y,x) A Ey Ax -G(y,X))

=> Ex (Ay G(y,x) A Ey Ax -G(y,X))

=> Ey Ex (Ay G(y,x) A Ax -G(y,X))

=> Az Ey Ex (G(z,x) A Ax -G(y,X))

=> Aw Az Ey Ex (G(z,x) A -G(y,w))

on KNMassa

= Aw Az (G(z,f_1(2) ) A -G(f_2(w), w))
= {G(f_1(D)}, 1-G(E 2(w), w)}}

Keksitddn (algoritmi kalvoilla 11) unifioija {z/f 2(w), w/f 1(z)}
Substituution jdlkeen klausuuli on {{G(f 2(w),f 1(z)}, {-G(f 2(w), f 1(z))}}
josta saadaan vélittomasti yhdelld askeleella hylkays

Tehtivi 4 (Kalvot 10)

I

Tarkastellaan kirjahyllyn sisdltéd, joka on kuvattu kaksipaikkai-

sen predikaatin P(x, y) = “kirjat x ja y sijaitsevat hyllyssd vilittomdsti perdkkdin”.
Viitatkoon vakiot b, c ja d tiettyihin Béllin, Carrin ja Dostojevskin teoksiin.

(a) Mddrittele kolmipaikkainen predikaatti V (x, y, z) = “kirja y sijaitsee hyllyssd
kirjan x jéilkeen mutta ennen kirjaa z eli x:n ja z:n vilissd” predikaattilogii-
kalla siten, ettd mddritelmdsi kattaa kaikki yksittdisessd hyllylld olevat kirjat.
All x,y,z (P(x,y) && P(y,z) -> V(X,Y,2))

(b) Anna laatimallesi mddritelmdlle 2~ malli S'= X, jonka perusteella XU {P(b, c), P(c, d )}¥ V (d, c, b).
u={1,2,3}

s = 1;
s = 2;
s = 3;
S
S

{1,2} {2,3}
{3,2,1}



Esitetddn luonnolliset luvut 0, 1, 2, . . . muuttujattomilla termeilld
0, s(0), s(s(0)).. . ., jotka rakentuvat vakiosymbolista 0 ja funktiosymbolista s, joka
tulkitaan funktioksi s(x) = x + 1 luonnollisille luvuille x.

(a) Mddrittele predikaatit D(x) = “x on kolmella jaollinen” ja I (x) = “x ei ole
kolmella jaollinen” predikaattilogiikalla siten, ettd mddritelmdsi kattaa kaik-
ki luonnolliset luvut edelld kuvatulla tavalla esitettynd.

D(0)

All x (s(s(s(D(x)))) -> D(x) )

I(s(0))

I(s(s(0)))

All x (s(s(s(I(x))) -> I(x))

(b) Anna laatimallesi mddritelmdlle X malli S = %, jonka perusteella
2W Ax(D((x) A 1 (x)).
Us={0,1,2,3,4,5....}

b s = {0,3,6,9,12,...}
Is=4{1,2,4,5,7,8,10,11...}
111

Esitetdidin mikd tahansa kirjaimista a, b ja c muodostuva ddrelli-

nen merkkijono yksipaikkaisten funktiosymbolien a, b ja c sekd tyhjdd merkkijo-
noa tarkoittavan vakiosymbolin e avulla. Ndin esim. termi a(x) tarkoittaa merkki-
Jjonoa, joka alkaa kirjaimella a ja jatkuu merkkijonona x, ja merkkijonon “baba”
esitykseksi saadaaan muuttujaton termi b(a(b(a(e)))).

(a) Mddrittele predikaatti L(x, y) = “merkkijono x edeltdd sanakirjajdrjestykses-
sd aidosti merkkijonoa y” siten, ettd mddritelmdsi kattaa kaikki ddrelliset
merkkijonot edelld kuvatulla tavalla esitettynd.

Ei jaksa.

(b) Anna laatimallesi mddritelmdlle 2~ malli S = %, jonka perusteella
2/=3Ax3y(L(xy) A L(yx)).
Ei jaksa.

Tehtivi 5 (kalvot 12)

a)

Selitd, kuinka ehtolauseelle

if(B) then {Cl} else {C2}

voidaan muodostaa heikoin esiehto Bl annetusta jéilkiehdosta B2 .

Todistetaan ettd sekd C1 ja C2 johtavat jilkiehtoon B2 jollain esiechdolla B4 ja BS5, eli osoitetaan
o [B4] C1 [B2]

sekd

~p [B5] C2 [B2].

Témin jilkeen voidaan todeta ettd heikoin esiehto on (B && B4 ) || (!B && BS5)

b)
1(2008 & 2007 tenteissi)
Tarkastellaan seuraavaa ohjelmaa Divide:
v = 0;
z = X;
while(z >= y) {
z=12z-y;
v=v+1
}.
Osoita heikoimpia esiehtoja ja sopivaa invarianttia kdyttden, ettd
r=p [true] Divide [v == x / y]1,

missd x /'y on osamddrdn kokonaisosa jaettaessa x y:1ld.

Suoritus loppuu vain jos 'y > 0.



[true]

[0 == 0]

[0*y == x-X]

v = 0;

[v¥y == xX-X]

zZ = X;

[v¥y == xX-2]

while(z >= y) {
[(v*y == X-2) && (2 >= Y)]
[y*v+y == x-2z+y]

[y*(v+l) == x-(2-y)]
2 =2 -Y;
[y*(v+l) == x-z]
v=v+1
[y*v == x-z]
}
[(y*v == x-z) && !(z >=y)]
[(y*v == x-z) && (2 < y)]
[v == x/y]

Invariantti on (y*v == x-2z)

11 (2006 tenteissd)

Tarkastellaan ohjelmaa Diff
v=0;
z=0;
while(! (z==y)) {
z=z+1;
v=v-1
}i

v=v+Xx;

Osoita ettti:
#p [true] Diff [v == x - y]

[true]
[0 == 0]
v=0;
z=0;
[v + 2z ==0]
while(! (z==y)) {
[v + z == 0]
[(v=1) + (z+1) == 0]
z=z+1;
[(v-1) + z == 0]
v=v-1
[v + z == 0]
}i
[v+ 2z ==0 && 2z == y]
[v +y == 0]
v=v+x;

[V -x+y==0]
[V ==x - y]

Invarianttion [v + z == 0]



