
Mat-1.1320 Matematiikan peruskurssi K2
Heikkinen/Tikanmäki

1. Välikoe 22.2.2011

Kokeessa saa käyttää ylioppilaskirjoituksiin hyväksyttyä laskinta.

1. Olkoon f(x, y) = x3 + y2.

a) Mihin suuntaan f kasvaa nopeiten pisteessä (1, 2) ja mikä on
tällöin f :n muutosnopeus?

b) Mikä on f :n muutosnopeus pisteessä (1, 2) vektorin i−j suuntaan?

c) Onko f :n muutosnopeus johonkin suuntaan −6?

2. Etsi ja luokittele funktion f(x, y) = xye−x2−y4
kriittiset pisteet.

3. Määrää funktion f(x, y) = xy ääriarvot joukossa 2x2 + y2 = 1
Lagrangen kertojien menetelmällä.

4. a) Yhtälöt x = u3 + v3 ja y = uv − v2 määräävät implisiittisesti
funktiot u = u(x, y) ja v = v(x, y). Laske ∂u

∂x
pisteessä, jossa

u = v = 1.

b) Sovita paraabeli y = ax2 dataan

{(xi, yi)} = {(0,−2), (1,−1), (2, 0), (3, 3)}

pienimmän neliösumman menetelmällä.
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Mat-1.1331 Matematiikan peruskurssi K21. välikokeen mallivastauksetTehtävä 3Määrää funktion f(x, y) = xy, suurin ja pienin arvo joukossa 2x2 + y2 = 1Lagrangen kertojien menetelmällä.Ratkaisu Muodostetaan annetusta funktiosta f(x, y) sekä ehdosta g(x, y) =
2x2 + y2 − 1 = 0 Lagrangen funktio

L(x, y, λ) = xy − λ(2x2 + y2 − 1). (2p)Ehdosta ∇L(x, y, λ) = 0 saamme ratkaistavaksi yhtälöryhmän










y − 4λx = 0

x − 2λy = 0

2x2 + y2 − 1 = 0

.Ratkaistaan λ ensimmäisestä, jolloin saamme λ =
y

4x
, x 6= 0. Sijoittamallatämän seuraavaan, saamme

x − y2

2x
= 0 ⇐⇒ 2x2 = y2 ⇐⇒ x = ± 1√

2
y. (2p)Tehdään vielä sijoitus viimeiseen yhtälöön, josta saamme

4x2 = 1 ⇐⇒ x = ±1

2
⇒ y = ± 1√

2
.Tutkitaan vielä funktion arvoa kyseisissä pisteissä. Funktio saa suurimmanarvonsa, 1

2
√

2
, ellipsillä 2x2 + y2 = 1 pisteissä (

1

2
, 1
√

2

) ja (

−1

2
,− 1

√

2

) sekäpienimmän arvonsa, − 1

2
√

2
, pisteissä (

−1

2
, 1
√

2

) ja (

1

2
,− 1

√

2

)

. (2p)
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Tehtävä 4a) Yhtälöt x = u3 + v3 ja y = uv − v2 määräävät implisiittisesti funktiot
u = u(x, y) ja v = v(x, y). Laske ∂u

∂x
pisteessä, jossa u = v = 1.b) Sovita paraabeli y = ax2 dataan

{(xi, yi)} = {(0,−2), (1,−1), (2, 0), (3, 3)}pienimmän neliösumman menetelmälläVastausa) Derivoidaan molempia yhtälöitä puolittain x:n suhteen ja saamme
∂x

∂x
=

∂
(

u3 + v3
)

∂x
⇐⇒ 3u2

∂u

∂x
+ 3v2

∂v

∂x
= 1sekä

∂y

∂x
=

∂
(

uv − v2
)

∂x
⇐⇒ v

∂u

∂x
+ u

∂v

∂x
− 2v

∂v

∂x
= 0.Pisteessä (u, v) = (1, 1) nämä saavat arvokseen











3
∂u

∂x
+ 3

∂v

∂x
= 1

∂u

∂x
− ∂v

∂x
= 0

.Sijoittamalla alempi ylempään saadaan ratkaisuksi
∂u

∂x
=

1

6
. (3p)2



b) Muodostetaan kyseinen summa.
S(a) =

4
∑

i=1

(ax2

i−yi)
2 = (2)2+(a+1)2+(4a)2+(9a−3)2 = 98a2−52a+14. (1p)Tämä minimoituu, kun

d S(a)

d a
= 196a − 52 = 0 ⇐⇒ a =

13

49
. (1p)Siis käyräksi saamme

y =
13

49
x2. (1p)Vaihtoehtoisesti voimme myös minimoida ensin a:n ja sen jälkeen si-joittaa kyseiset datapisteet.

d S(a)

d a
=

4
∑

i=1

2x2

i (ax2

i − yi) = 0 ⇐⇒ a =

∑

4

i=1
x2

i
yi

∑

4

i=1
x4

i

.Nyt sijoitetaan vain datapisteet ja saamme vastaukseksi
a =

02 · (−2) + 12 · (−1) + 2 · 0 + 32 · 3
04 + 14 + 24 + 34

=
0 − 1 + 0 + 27

0 + 1 + 16 + 81
=

13

49
.Alla olevasta kuvasta voimme arvioida kyseisen käyrän soveltuvuuttasovitukseksi. Sovitus käyrälle y = ax2 + b (tai vaihtoehtoisesti käyrälle

y = ax2+bx+c) antaisi jo huomattavasti paremman esityksen kyseisilledatapisteille.
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