Mat-1.1320 Matematiikan peruskurssi K2
Heikkinen/Tikanméki

Kolmas valikoe 16.05.2011

Kokeessa saa kiayttaa ylioppilaskirjoituksiin hyvaksyttya laskinta.
Sivun kaantopuolelta 16ytyy integrointikaavoja.

1. Olkoon F(z,y,2) = x%yzi + zy?zj + vyz2k.
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Laske kentan F divergenssi ja roottori.
Laske kentan F vuo lapi kuution 0 < z,y, 2 < 1 pinnan ulospéin.

T

Ratkaise alkuarvotehtiavi ¢ + 3z2y = e cos, y(0) = 1.

Ratkaise alkuarvotehtéva y' = ze™¥, y(0) = 0.
Maaraa differentiaaliyhtalon y” — ' — 2y = 0 yleinen ratkaisu.

Etsi differentiaaliyhtdlon y” — ¢’ — 2y = x yksittaisratkaisu.
(Vihje: ratkaisu 10ytyy muotoa y = az + b olevalla yritteella.)

Ratkaise alkuarvotehtava
y' =y =2y==2 y0)=1, ¢'(0)=0.

Laske elliptisen kiekon ””742 + % < 1 pinta-ala soveltamalla Greenin
lausetta vektorikenttédn F(z,y) = L (—yi + xj).

Osoita sopivia testeja kayttaen, etta sarjat
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K2 VK3 16.5.2011 ratkaisut tehtaviin 1 ja 2

1.tehtiava
a) Vektorikentéan F = F1i + Fyj + Fsk divergenssi on

oFy, 0F, OF
L, 9f  Ofy

div k= Ox dy 0z’

ja roottori on

i j k
0F;  OF: OF, OF: 0F, OF

crl F=|2 2 0 :(—3——2>i+(—1——3) '+(—2——1)k.
gﬁi 25; ?é Ay 0z 0z or )? Ox dy

Tassia F = 22yzi + xy?2j + vy2?k, joten divergenssiksi saadaan

0yz) | Ooy'2) | Olay?)

o By 9. 2xyz + 2xyz 4+ 2xyz = 62Y2.

div F =

ja roottoriksi
i J k

curl F = aﬁ C% 882 = (x22 — xyz) i+ (I2y — yz2)j + (yzz — x2z) k.
?yz xy’z vy

b) Kéytetddn hyviksi Gaussin lausetta:

//F N dS = ///leFdV ///6xyzda;dydz
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://‘3x2yzdydz://3yzdydz:/—zdz:—.
o Jo '0 0o Jo 0 2 4

Luonnollisesti tehtdvin voi ratkaista myos summaamalla yhteen vuot jokai-

sen kuution seinén lapi.

Pisteytys: 3 pistettd a- ja b-kohdista. a-kohdasssa yleisimmaét virheet olivat
divergenssin ilmoittaminen vektorina ja merkkivirhe roottorin j-komponentissa.
Jos virheisté oli vain jompikumpi, sai kaksi pistettéd. b-kohdassa jarkevéstéa
ldhestymistavasta sai 1 pisteen ja oikeasta laskusta 2 pistetté.



2.tehtdva

a) Ensimmaisen kertaluvun vakiokertoiminen DY, joka on muotoa y/'(x) + p(x)y(x) = r(x)
ratkeaa integroivan tekijan e/ ?®4r ayulla.

y'(z) + p(z)y(z) = r(z) ) . oJ ple)dz
y/(x)efp(x)dx p(m)y@j)efp(x)dx _ r(m)efp(x)da:
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y(x) = Ce™ JP@dr 4 e_fp(x)dx/r@)efp(x)dx dx

Téssi p(x) = 322 ja r(z) = e~ cos z, jolloin ratkaisuksi saadaan
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y(z) = Ce™ + e /cosx dz = (C +sinz)e ™.
Sijoitetetaan alkuarvo ja ratkaistaan vakio:
y(0) =C = 1.

Lopullinen ratkaisu: ,
y(z) = (1 +sinz)e ™.

b) Kyseessd on separoituva differentiaaliyhtélo.

y = ze™?
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Ratkaistaan vakio alkuarvosta:

y(0)=nC=0 = C=1.

1
y:hl (§x2+1)

Pisteytys: 3 pistettéd a- ja b-kohdista. a-kohdasssa yleisin v1rhe oli yhdistaa
termi e~*" vakioon (' jolloin vastaukseksi tuli 1+ sin(z)e™*". Termi e — e
ole vakio, koska se sisdltda x:n. Téasta lahti 1 piste, jos tehtdvi oli muuten
oikein. b-kohdassa virheet liittyivét yleisimmin logaritmin kéyttoon. Useim-
miten todettiin, ettd y = In %x2 + In C', mika johtaa mahdottomaan alkueh-
toon. Téasté virheestd menetti 2 pistetta, jos tehtavan jéatti kesken tai ratkaisi
loppuun véarin. Mahdottoman alkuehdon havaitseminen ja tuloksen perus-
teleminen aiheutti vain 1 pisteen menetyksen. Toinen tyypillinen virhe oli
sotkea In0 ja In1.

Lopullinen ratkaisu:
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Malliratkaisut tehtéiviin 3 ja 4

3. a) Differentiaaliyhtilon y”—y'—2y = 0 karakteristinen yhtals on A2-1-2 =
0. Sen juuret ovat 11 = —1 ja 19 = 2. Tdten DY:n ratkaisuksi saadaan

y(x)=Ae *+Be?, A,BeR.

b) Sijoitetaan yrite y = ax + b differentiaaliyhtdléon y” — y' — 2y = x. Télloin
saadaan

—a—-2b=0, =-1
—a—2(ax+b):—a—2b—2ax:x=>{ ¢ (:}{a 2

—2a=1,

Siten yksittaisratkaisuksi saadaan
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y(x) =~

¢) DY:n y" —y'— 2y = x yleiseksi ratkaisuksi saadaan a-kohdan mukaisen
homogeenisen yhtélon ratkaisun ja b-kohdan yksittdisratkaisun lineaa-

rikombinaatio, eli

x 1
—Ae *+B 2x__+_.
y(x) e e 5% 1

Vakiot A ja B saadaan maarattya alkuehdoista

y(0)=A+B+1=1, A
—
y'(0)=-A+2B-1=0 B

Wl
-

|en

19°

\V]

Taten alkuarvotehtiavan ratkaisuksi saadaan
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Pisteytys: Jokaisesta kohdasta saa kaksi pistetta. a-kohdassa karakteris-
tisen yhtalon juurista saa yhden pisteen. b-kohdassa yritteen sijoittaminen
differentiaaliyhtéaloon ja yhtdlon muodostaminen vakioille a ja b oikeuttaa
yhteen pisteeseen. c-kohdasta sai pisteen, jos osasi muodostaa DY:n yleisen
ratkaisun a- ja b-kohtien ratkaisujen avulla.



4. a) Elliptisen kiekon

2,2
D:{x—+y—sl}
4 9

positiivisesti suunnistettu reunakiyria C voidaan parametrisoida seu-
raavasti

= {r(t):Zcosti+3Sintj : OStSZn}.

Greenin lauseella saadaan

ala(D)_ff 1dA =~ ff (a_x_a(_y)) ff (@—Lﬁ;)m

:_?( F-dr:fF(r(t))-r(t)dt: 5f(—3s1nt1+2costj)-(—2sinti+3<:ostj)dt
C
0 0

27 21
:3f(sin2t+cos2t) dt:3fdt:6n.
0 0

b) Olkoon ap = ;ik, joten ap =0 kun k € Z, . Suhdetestin nojalla saadaan

ar 3]“+1 ? 3
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aps1  k+1 3 1(1 1)kﬁ001<1,

% suppenee.

. . w
joten sarja ) 3

Olkoon f(x) = x% Talloin f(k) = k—13, Vk € Z., liséksi f on jatkuva ja saa
epénegatiivisia arvoja, kun x € [1,00). Koska

1 . 1 1 1
ff(")dx‘h f = ‘z—ﬂ—z&[@wé(l‘m) 3 <%

o0
joten sarja kzl }% suppenee integraalitestin nojalla.

Pisteytys: a-kohdasta sai kaksi ja b-kohdasta nelja pistetta. a-kohdasta sai
pisteen, jos osasi nidyttdd, ettd Greenin lauseella saa pinta-alan laskettua
viivaintegraalista. b-kohdassa sopivan testin valinta tuotti kummassakin ta-
pauksessa yhden pisteen, perusteluista sai toisen.



