
Aalto-yliopisto Rasila/Murtola
Mat-1.1230 peruskurssi S3 Syksy 2011
1. välikoe Ti 11.10.2011 klo 16.00-19.00
Kokeessa saa käyttää ylioppilaskirjoituksessa sallittua laskinta mutta

ei taulukkokirjaa.

1. (a) Esitä polaarimuodossa kompleksiluku

1 + i

1− i
.

(b) Onko funktio f(z) = (z)2 analyyttinen? Perustele vastauksesi.

(c) Olkoon u(x, y) = Re(f(z)), z = x+ iy ja f kuten b-kohdassa. Osoita,
että u harmoninen. Mikä on u:n harmoninen konjugaattifunktio?

2. (a) Etsi Möbius-kuvaus, joka vie pisteet 0, −i ja i pisteiksi −1, 0, ja ∞.

(b) Mikä on potenssisarjan
∞
∑

n=1

(z + i)n

n2

kehityskeskus? Määritä sarjan suppenemissäde.

3. Laske kompleksinen polkuintegraali

∮

C

f(z) dz,

missä C on kolmio kärkipisteinä 0, 1, 1 + i, vastapäivään kierrettynä, kun

a)

f(z) =
1

z − i
,

b)
f(z) = Im z.

4. Laske residymenetelmää käyttäen trigonometrinen integraali

∫

2π

0

sin2 θ

5− 4 cos θ
dθ.

Vihje: Viereisellä sivulla olevat kaavat voivat virkistää muistia.

Kaavoja:

Hyperboliset ja trigonometriset funktiot:

cosh z =
ez + e−z

2
, sinh z =

ez − e−z

2
,

tanh z =
sinh z

cosh z
, coth z =

cosh z

sinh z
,

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
, sin θ =

eiθ − e−iθ

2i
,

sin(x± y) = sin(x) cos(y)± cos(x) sin(y),

cos(x± y) = cos(x) cos(y)∓ sin(x) sin(y)

Cauchy-Riemannin yhtälöt:

∂

∂x
u(x, y) =

∂

∂y
v(x, y),

∂

∂y
u(x, y) = −

∂

∂x
v(x, y).

Möbius-kuvaukset:

(w − w1)(w2 − w3)

(w − w3)(w2 − w1)
=

(z − z1)(z2 − z3)

(z − z3)(z2 − z1)
.

Polkuintegraali:
∫

C

f(z) dz =

∫ b

a

f
(

z(t)
)

z′(t) dt.

Cauchyn integraalilause:
∮

C

f(z) dz = 0.

Cauchyn integraalikaava:

∮

C

f(z)

z − z0
dz = 2πif(z0).

Laurentin sarja:

f(z) =

∞
∑

n=0

an(z − z0)
n +

∞
∑

n=1

bn

(z − z0)n
.

Residylause:
∮

C

f(z) dz = 2πi

k
∑

j=1

Res
z=zj

f(z).
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S3 S2011 VK1 tehtävän 4 malliratkaisu ja pisteytys

Tehtävänä on laskea trigonometrinen integraali käyttäen Residy-menetelmää. Havaitaan, että
kun z = z(θ) = eiθ niin

z +
1

z
= eiθ + e−iθ = 2 cos θ, (1)

z −
1

z
= eiθ − e−iθ = 2i sin θ. (2)

Eli trigonometriset funktiot voidaan esittää kompleksiluvun z avulla. Suoritetaan siis integraaliin
muuttujan vaihto θ → z. Muuntokertoimeksi saadaan:

dz =
∂z(θ)

∂θ
dθ = ieiθdθ = izdθ, (3)

dθ =
1

iz
dz. (4)

Itse integraaliksi tulee siis:

∫

2π

0

sin2 θ

5− 4 cos θ
dθ =

∮

C

( 1

2i
(z − 1

z
))2

5− 4(1
2
(z + 1

z
))

1

iz
dz (5)

=
i

4

∮

C

(z − 1

z
)2

5z − 2z(z + 1

z
)
dz (6)

=
i

4

∮

C

(z2 − 1)2

z2(5z − 2z2 − 2)
dz (7)

=
i

4

∮

C

(z2 − 1)2

−2z2(z − 1

2
)(z − 2)

dz (8)

= −
i

8

∮

C

(z2 − 1)2

z2(z − 1

2
)(z − 2)

dz (9)

missä C kiertää yksikköympyrän kehän kerran vastapäivään. Tämä sijoitus johtaa rationaali-
funktion integraaliin. Rationaalifunktio on analyyttinen, joten integraalin arvo saadaan laskettua
Residylauseella.

Nimittäjällä on kolme nollakohtaa {0, 1
2
, 2}. Näistä kaksi ensimmäistä sijaitsevat yksik-

köympyrän sisäpuolella. Näistä ensimmäinen on toisen kertaluvun napa ja kaksi jälkimmäistä
ensimmäisen kertaluvun napoja.

∮

C

f(z)dz = 2πi
k

∑

j=1

Res
z=zj

f(z) (10)

= 2πi(Res
z=0

f(z) + Res
z= 1

2

f(z)). (11)

1



Lasketaan Residyt:

Res
z=0

f(z) = lim
z→0

d

dz
z2

(z2 − 1)2

z2(z − 1

2
)(z − 2)

(12)

= lim
z→0

d

dz

(z2 − 1)2

(z − 1

2
)(z − 2)

(13)

= lim
z→0

(z2 − 1)2

(z − 1

2
)(z − 2)

[

4z

z2 − 1
−

1

z − 1

2

−
1

z − 2

]

(14)

=
5

2
, (15)

Res
z= 1

2

f(z) = lim
z→ 1

2

(z −
1

2
)

(z2 − 1)2

z2(z − 1

2
)(z − 2)

(16)

= lim
z→ 1

2

(z2 − 1)2

z2(z − 2)
= −

3

2
. (17)

Eli:
∫

2π

0

sin2 θ

5− 4 cos θ
dθ = −

i

8

∮

C

(z2 − 1)2

z2(z − 1

2
)(z − 2)

dz (18)

= −
i

8
2πi(Res

z=0

f(z) + Res
z= 1

2

f(z)) (19)

=
π

4

(

5

2
−

3

2

)

=
π

4
. (20)

Pisteytys noudattaa seuraavia periaatteita:

• 0 p. Integraali on laskettu muutoin kuin Residylauseen avulla (esimerkiksi numeerisesti
tai trigonometrisellä sijoituksella).

• +1 p. Idean keksimisestä (integraalin muuntaminen sijoituksella, parametrisaatiolla tai
muulla vastaavalla tavalla).

• +1 p. Oikean sijoituksen käyttö.

• −0 p. Integrointipolkua ei ole mainittu. (Tämä pitää aina tehdä, mutta koska kyseessä on
"insinöörimatematiikka". . . )

• −1 p. Yksikköympyrän ulkopuolisen navan Residy on otettu mukaan laskuun.

• +1 p. Oikein käytetty Residylause.

• +2 p. Oikein lasketut Residyt. Piste kummastakin.

• +1 p. Oleelliselta muodoltaan oikea lopputulos.

• −1

2
p. Pieni virhe. Tätä kohtaa voidaan soveltaa useaan otteeseen.

Tehtävän pisteet arvioidaan näillä kriteereillä, minkä jälkeen ne pyöristetään normaalien pyöris-
tyssääntöjen mukaan kokonaisiksi pisteksi. Negatiiviset pistemäärät vastaavat 0 p suoritusta.
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