Aalto-yliopisto Rasila/Murtola Kaavoj a:

Mat-1.1230 peruskurssi S3 Syksy 2011
1. viilikoe Ti 11.10.2011 klo 16.00-19.00 Hyperboliset ja trigonometriset funktiot:
Kokeessa saa kidyttda ylioppilaskirjoituksessa sallittua laskinta mutta
ei taulukkokirjaa. e* +e”? . e*—e”?
coshz = —— sinhz = ———
2 2
1. (a) Esitd polaarimuodossa kompleksiluku sinh » cosh =
tanh z = , cothz = — ,
1434 cosh z sinh z
X i0 | —if 0 _ —if
1=1 0059:%, sin@z%,

(b) Onko funktio f(z) = (z)? analyyttinen? Perustele vastauksesi.

(c) Olkoon u(x,y) = Re(f(z)), z = x + iy ja f kuten b-kohdassa. Osoita,
ettd u harmoninen. Mikd on w:n harmoninen konjugaattifunktio?

sin(z £ y) = sin(x) cos(y) £ cos(z) sin(y),
cos(z £ y) = cos(x) cos(y) F sin(z) sin(y)
Cauchy-Riemannin yht&lot:

A s . L e . 0 0 0 0
2. (a) Etsi Mébius-kuvaus, joka vie pisteet 0, —i ja ¢ pisteiksi —1, 0, ja co. %u(x,y) - yv(x’y)’ a—yu(x,y) - _gv(%y).
(b) Mik4 on potenssisarjan
i (z+10)" Mobius-kuvaukset:
n=1 n? (w—wl)(wg —11)3) _ (Z—Zl)(ZQ —Zg)
kehityskeskus? Maéritd sarjan suppenemisside. (w—ws)(wz —w1) (2 —23)(22 — 21)
Polkuintegraali:
b
3. Laske kompleksinen polkuintegraali / f(z)dz= / f(z()2/(t) dt.
C a
7{ f(2)dz Cauchyn integraalilause:
c

misséd C' on kolmio kérkipisteind 0,1, 1 + i, vastapéivdén kierrettyné, kun

2)

]{ f(z)dz=0.
c
Cauchyn integraalikaava:

f(z) = ! , JG) dz = 2mif(z).

zZ—1 c?— 20

b) Laurentin sarja:
f(z)=Imz.

1) = ol =)+ 3
n=0 n=1

4. Laske residymenetelméd kayttiden trigonometrinen integraali Residylause:

/ZWSiHQGdG. ?{ f(z)dz:Qm'zk: Res f(2).
o H—4cosf c Pt

Vihje: Viereiselld sivulla olevat kaavat voivat virkistda muistia.



Matematiikan peruskurssi S3
Syksy 2011

Vilikoe 1

Malliratkaisut

Tehtivien 1-3 arvostelusta:

-Arvosteluperusteet jokaiselle kohdalle on esitetty kyseisen kohdan malliratkaisun jélkeen.
-Muitakin laskutapoja on olemassa, ja niitd kéytettiin yksittdisissd vastauspapereissa. Kaikkia
ratkaisuja ja niiden pisteytystd ei ole jarkevad kisitelld tdssd, vaan tatd varten on valitustilaisuus.
-Mikaili useampi arvostelukriteeri jadi hiukan vajaaksi, mutta vastauksesta vilittyi muutoin opetetun
asian ymmartdminen tai vastauksessa oli muita ansioita, pyoristettiin pisteitd ylospdin.

1. a) Esitéd polaarimuodossa kompleksiluku

Laventamalla nimittijdn kompleksikonjugaatilla saadaan

(1+i)(1+i) _1+2i—1
(1+i)(1—i) 2

mika voidaan esittdd polaarimuodossa

Arvostelu:

-oikea vastaus: 2p

-vdhdinen yksittdinen merkkivirhevirhe: 2p

-puutteellinen vastaus (esim. vain i) tai useampi merkkivirhe: 0-1p

b) Onko funktio
f(z)=(z)
analyyttinen? Perustele vastauksesi.

Tapa 1: Polynomin (jollainen z siis on) nelioon korotus on analyyttinen funktio, mutta
kompleksikonjugointi ei. Tastd voidaan pditelld ettd ndistd yhdistetty funktio f ei ole analyyttinen.

Tapa 2: Kéytetddn Cauchy-Riemannin yhtél6itd. Kirjoitetaan z = x + 1y ja sijoitetaan f:4én:
f2)=(x—iy)’=x’=y'=i2xy=u(x, y)+iv(x, y)

Cauhy-Riemannin yhtéldihin sijoittamalla saadaan



%u(x,y):b(

j—yv(x,y):—Zx

mistd havaitaan ettd yhtdsuuruus u = vy ei tissé tapauksessa pade. Funktio ei siis ole analyyttinen.

Arvostelu:

-oikea tulos hyvilld perustelulla tai oikein kdytetyilld Cauchy-Riemannin yhtilgilla: 2p
-yksittdinen vihdinen selked merkkivirhe: 2p

-useampi merkkivirhe: max Ip

-todettu ettd f(z) = x> — y* — i2xy on polynomina derivoituva: max 1p

(lauseke on derivoituva seki x:n ettd y:n suhteen, mutta ei z:n (z=x+iy) suhteen)
-todettu ilman perusteluja ettéd f(z) on derivoituva: Op

¢) Olkoon u(x,y) = Re(f(z)), z = x + 1y, f kuten b-kohdassa. Osoita ettd u on harmoninen. Mikd on
u:n harmoninen konjugaattifunktio?

Jotta u olisi harmoninen, tulee olla

2 2
—u+—7y=0
Ay’ 4
Sijoitetaan u:n lauseke b-kohdasta

> d’
(@ +W)(X2—y2):2_2:0

Siispd u on harmoninen. Etsitd4n u:n harmoninen konjugaattifunktio v.

Tapa 1: Kdytetddn Cauchy-Riemannin yhtéloitd (jotka harmonisen konjugaattifunktion tulee siis
toteuttaa):

iu=2x

dx
Toisaalta myos

d . : : . o
E V=Y =2x  (Ensimmdiinen yhtisuuruus CR-yhtildistd, toinen derivoimalla u:ta)

Integroimalla vasenta ja oikeaa termid y:n suhteen saadaan
v(x, y)=2xy+h(x)

missd h(x) on jokin funktio x:std. Vastaavasti toisen CR-yhtdlon perusteella saadaan



Nyt ylemmassé v:n lausekkeessa ei ole pelkdstiddn y:sté riippuvia termejd; ja vastaavasti alemmassa
lausekkeessa ei ole puhtaasti x-riippuvaisia termeja. Taten siis h(x) = g(y) = vakio (0 kdy myos).

Siten
v(x, y)=2xy+vakio

Tapa 2: Voidaan my0s havaita, ettd funktion

reaaliosa (kun merkitdén z = x + iy)

2

u(x,y)=x'=y

on sama kuin b-kohdan funktion tuottama u. Koska g on kompleksiluvun neliéni analyyttinen
funktio, on haluttu v sen imaginéériosa

v(x, y)=2xy
Arvostelu:
-oikein osoitettu harmonisuus: 1p
-oikein laskettu v: 1p
-yksittdinen pieni merkkivirhe: ei pistevihennysti
2. a) Etsi Mobius-kuvaus joka vie pisteet 0,-1 ja i pisteiksi -1,0 ja oo.
Kiytetadn Mdbius-kuvauksille patevidd kaavaa

(w=w)(wy,—w;) (z—2z)(z,—z3)

(w=w3)(wo—w,) (z—2z3)(z,—z,)
ja sijoitetaan tdhdn annetut pisteparit (maalijoukon pisteet z:jen paikalle) esimerkiksi néin:

(w+i)(0—i) (z—0)(—1—o0)
(w=i)(0+i) (z—o0)(—1-0)

Adrettdmét voidaan supistaa pois suoraan tai késitelld ne raja-arvoina, jolloin lausekkeen oikeaksi
puoleksi saadaan

z—0 lim —1-k
—1-0 7" z—k

=—Zz

Sijoittamalla tdima takaisin ylempéaéin kaavaan saadaan



josta voidaan ratkaista z:

_w—i

z=

w+i

Pisteiden jarjestystd yms. vaihtamalla voidaan pdédtyd myds toisennékoisiin ratkaisuihin.
Luonnollisesti myds ndmé hyvaksytddn.

[Laskutavasta riippuen dsken muodostettu kuvaus voi vaikuttaa vievén pisteen i myods pisteeksi -oo
tai ic0. Mdbius-kuvauksia kédsitellddn kuitenkin yleensd laajennetussa kompleksitasossa, jossa
<jotain>co on aina sama piste, riippumatta siitd onko <jotain>:n paikalla etumerkki - tai i.
Positiivinen ddreton saadaan mielenrauhan vuoksi esim. kirjoittamalla

i(2+1) (

~|=

. wHi ..
lim, ,——=Ilim
w—i

]

Vaihtoehtoinen ja matemaattisesti kaunis tapa on myos péételld kuvauksen nimittdja
adrettdmyysehdosta ja osoittaja kahdesta muusta pisteparista, ja vedota tdma jdlkeen sithen miten
kolme pisteparia maérittdd Mobius-kuvauksen yksikésitteisesti.

Arvostelu:

-Oikean kaavan kaytto: 1p

-Sievennys ja lopputulos: 0-2p

-Oikea kuvaus paittelylld (joka selostettu oikein): 3p

b) Miké on potenssisarjan

i (z—|—2i)2

n=1 n

kehityskeskus? Madritd sarjan suppenemisséde.

Potenssisarja on yleisesti muotoa

i an(z—zo)"

n=1

Vertailemalla lausekkeita ndhdédén ettd kehityskeskus z, = -1. Suppenemissiteeksi saadaan
suppenemisséteen kaavalla

n

1/n —1

=lim, , — "=
1/(n+1)

n—oo

R=lim,
a

n+1



Huomattavaa on, ettd z-termid ei oteta suppenemissiteen laskukaavaan, kuten monessa vastauksessa
oli tehty.

Arvostelu:

-oikea kehityskeskus: 1p

-oikea menetelmi suppenemissiteelle: 1p

-oikea suppenemisside: 1p

-z:aa suppenemissiteen kaavassa: max 2p b-kohdasta

3. a) Laske annettu polkuintegraali, jossa kdrkipisteind ovat 0,1 ja 1+i. Kiertosuunta vastapdivéan.

a) Tapa 1: Annettu funktio

on analyyttinen koko integrointipolun rajaamassa alueessa, silld funktion napa 1 ei kuulu alueeseen.
Alue on my0s selkedsti yhdesti yhtendinen, joten integraalin arvo on Cauchyn integraalilauseen
nojalla nolla.

Hyvin harvassa vastauksessa todettiin alueen yhdesti yhtendisyys. Téstéd virheestd ei vihennetty
pisteita.

Myo6skéddn funktion analyyttisyyttd ei todettu (pelkkd toteaminen tai vetoaminen
rationaalifunktioluonteeseen riittdd) erityisen usein.

Arvostelussa tdysiin pisteisiin riittdd kuitenkin kohtuullinen perustelu sille, miksi integraalilausetta
voi kéyttdd. Kohtuulliseksi laskettiin analyyttisyyden toteamisen lisdksi myos se, ettd piste 1 ei
kuulu integrointipolun rajaamaan alueeseen.

Cauchyn integraalikaavaa ei tdssd tehtdvisséd voi kayttdd, silld piste 1 ei edelleenkdan kuuluu em.
alueeseen. Mikali kaavan kiytto perusteltiin ndenndisen hyvin (ldhinné funktion analyyttisyys tai
viitettiin virheellisesti pisteen kuuluvan alueeseen), oli kohdasta mahdollista saada yksi piste.

Tapa 2: Polkuintegraalin voi laskea my6s parametrisoimalla polun ja laskemalla integraalin. Timén
arvostelusta ja laskutavasta lisdd seuraavassa kohdassa.

Arvostelu:

-Integraalilause riittdvin perusteluin: 3p

-Integraalilause vaillinaisin perusteluin: max 2p

-Cauchyn integraalikaava: max 1p

TAIL:

-Oikea parametrisointi: 1p

-Muuttujanvaihto: 1p

-Integrointi + oikea tulos: 1p

-Yksittdinen pieni merkkivirhe: ei vaikutusta pisteytykseen
-Viaird kiertosuunta tai vadrd kolmio: max 2p



b) Nyt funktiona oli f(z) = Im[z].
Funktio ei ole analyyttinen, joten Cauchyn integraalilausetta ei voi kdyttad. Mikéli vastauksessa oli
tehty néin, voi tehtdvistd saada maksimissaan yhden pisteen. Tdma edellytti lauseen kdyton
perustelua (esim. funktion viittdmistd analyyttiseksi).
Oikea laskutapa on parametrisoida polkuintegraali esimerkiksi seuraavalla tavalla:
Polku 0 — 1
z,(t)=t,t=0...1
Polku 1 — I+i
z,(¢)=1+it,¢=0...1
Polku 1+1 — 0
z,(t)=(1—1)+i(1—1¢)
Niin saadaan integrointidifferentiaaleiksi
dz=dt( polku 1)
dz =idt( polku?2)
dz=(—1—i)dt(polku3)

ja itse integraaleiksi

1 1
l: f]mag(t)dt:f 0dt=0
0 0

1 1 .
2 { Imag (1 +it)idt={ tidtZé

3: _lflmag((l—t)-i-i(l—t))(—l —i)dt=—(1 +i)j1" l—tdtZ—%—%

joista summaamalla koko integraalin arvoksi

1

2

Huomattavaa on, ettd kun z;:std (i=1...3, kun z parametrisoitu) otetaan imaginéériosa, on tulos

9
puhtaasti reaalinen. Imaginéériosalla tarkoitetaan siis yleisesti i:n kerrointa. Téssi tehtiin virheité
useammassa kokeessa.

Integraalin arvoa himmasteltiin joissakin koepapereissa. Nollasta poikkeava arvo selittyy silla, ettei
funktio ole analyyttinen. Tdlloin polkuintegraalin arvo riippuu myds itse polusta eikd vain sen

padtepisteistd.

Arvostelu:



-Parametrisointi: 1p

-Muuttujanvaihto: 1p

-Integrointi: 1p

-Integroitavassa funktiossa esiintyy i:td: max 2p



S3 S2011 VK1 tehtavan 4 malliratkaisu ja pisteytys

Tehtavana on laskea trigonometrinen integraali kiyttden Residy-menetelméd. Havaitaan, ettéa
kun z = z(#) = €¥ niin

1 . ‘
z4 - =% 47 =2cos0), (1)
z
1 ) )
z——=¢Y — e = 2jsind. (2)
z
Eli trigonometriset funktiot voidaan esittdd kompleksiluvun z avulla. Suoritetaan siis integraaliin
muuttujan vaihto 8 — z. Muuntokertoimeksi saadaan:

d = 929 4y _ivgy — iap, (3)
00
1
Itse integraaliksi tulee siis:
2 -2 1 _ 1\)2
o D —4cosd cd—4(5(z+2)) iz
i (z —1)2
= — Z d 6
4%052—2z(z+%)z (6)
1 (22 —1)?
T4 fc 22(bz — 222 —2) dz (7)

B 1 (22 _ 1)2 s
B 4%0 —222(z—l)(z—2)d (®)

RV
N 8?€z2(z—%)(z—2)d 9)

missd C' kiertdd yksikkoympyréan kehén kerran vastapéiviadn. Tamé sijoitus johtaa rationaali-
funktion integraaliin. Rationaalifunktio on analyyttinen, joten integraalin arvo saadaan laskettua
Residylauseella.

Nimittajalla on kolme nollakohtaa {0, %, 2}. Niistd kaksi ensimmaéisté sijaitsevat yksik-
kéympyran sisdpuolella. Naista ensimmaéinen on toisen kertaluvun napa ja kaksi jalkimmaista
ensimmaisen kertaluvun napoja.

k

qu () = 270 3 Res f(2) (10)
= ori(Res S(2) + s £ (2). )



Lasketaan Residyt:

lj:eosf(z) :li_%dizfzz(z(i %_)(13_2) (12)
.d (2 =1)?
ll—r}(l) dz (z—%)(z—Q) (13)
(22 1)2 4z 1 1

il_l%(z_l)(z_g) 2-1 z-1 z-2 (14)
-3 05
Iielsf(z) - zh_{ri(z B %)zQ(z(Z— l_)(lz) —2) (16)

TN Gl VN
il_lg 2(z—-2) 2 (17)

Eli:
2T sin%6 i (22 —1)? .

/0 5—4cosf §j€22(z_%>(2_2)d (18)
= —32ﬂi(§§08f(Z) + Res f(2)) (19)

Pisteytys noudattaa seuraavia periaatteita:

e 0 p. Integraali on laskettu muutoin kuin Residylauseen avulla (esimerkiksi numeerisesti
tai trigonometrisell sijoituksella).

e +1 p. Idean keksimisesté (integraalin muuntaminen sijoituksella, parametrisaatiolla tai
muulla vastaavalla tavalla).

e +1 p. Oikean sijoituksen kaytto.

e —0 p. Integrointipolkua ei ole mainittu. (Tama& pitdéd aina tehd&, mutta koska kyseessé on
"insinborimatematiikka". . . )

e —1 p. Yksikkoympyran ulkopuolisen navan Residy on otettu mukaan laskuun.
e +1 p. Oikein kéytetty Residylause.

e +2 p. Oikein lasketut Residyt. Piste kummastakin.

e +1 p. Oleelliselta muodoltaan oikea lopputulos.

° —% p. Pieni virhe. Téta kohtaa voidaan soveltaa useaan otteeseen.

Tehtavan pisteet arvioidaan nailla kriteereilld, minké jialkeen ne pyodristetddn normaalien pyoris-
tyssdantojen mukaan kokonaisiksi pisteksi. Negatiiviset pistemédrit vastaavat 0 p suoritusta.



