Aalto-yliopisto, Matematiikan ja systeemianalyysin laitos Rasi- Kaavoja:

la/Murtola
Mat-1.1230 peruskurssi S3 Syksy 2011 Hyperboliset ja trigonometriset funktiot:
2. vilikoe Ti 15.11.2011 klo 16.00-19.00
Kokeessa saa kiyttdd ylippilaskirjoituksessa sallittua laskinta mutta ei e* 4+ e ? . e? —e %
taulukkokirjaa. coshz = — sinh z = —
h h
tanh z = St Z, cothz = 095 Z,
cosh sinh z
1. Ratkaise Z-muunnosta kiyttden differenssiyhtélo i0 —i0 0 0
e’ te . —e
cosf) = ———— sinf = ——|
2 21
y(n+2) —4y(n) =1, y(0) =1, y(1) = 0. sin(z + y) = sin(x) cos(y) £ cos(z) sin(y),

cos(x £ y) = cos(z) cos(y) F sin(z) sin(y)

Z-muunnokseen liittyvid kaavoja
Jos A(z) = Z(ay), niin

2. Olkoon f(t) = t(a —t), kun 0 < t < a. Laske funktion f(¢) Fourier-sarja Z(nayn) = —zA'(2), Z(c"an) = A(z/c),
(fm jakso on a). 2
Z(an+1) = 2(A(2) — a0), Z(ant2) = 2°(A(2) — ag — a1/2).

Z-muunnoksia:

(an) A(z) = Z(an)
3. Osoita Fourier-muunnosta F{1/(1 + )} = me™1*! ja Parsevalin yhtiloa Erlz)) j;g : 32
kayttamalls, etta 5 3
(n°) 2z +1)/(z-1)
- (@) 2/G—a)
/ (CESIE =3 (na™) az/(z —a)?
- (cos(nm/2)) | 22/(z% + 1)
(sin(nmw/2)) | z/(2* + 1)
(sin(na)) zsina/(2% — 2zcosa + 1)
(cos(na)) 2(z —cosa)/(2? — 2zcosa + 1)

Parselvalin yhtalot:

4. Ratkaise Ax =y LU-hajotelmaa kéyttéden, kun

2 [T 2 a(QJ S 2 2
T/ f?dt = +3 (o} +b7).
3 -7 -2 _7 =1

A=|-3 5 1| b=|5]. o e
o ) | twra= o [P de.

— 0o

Vihje: Seuraavista kaavoista saattaa olla apua tehtdvien ratkaisemisessa.
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Malliratkaisut tehtdviin 1 ja 3

Tehtavi 1
Z-muunnetaan annettu differenssiyhtalo
y(n+2)—4y(n)=1

puolittain jolloin saadaan

z

2Y(2)=2"y(0)=zy(1)=4Y (z)=

z—1
Sijoittamalla annetut alkuarvot y(0) = 1 ja y(1) = 0 saadaan

2
Y(Z)(Z4—4>: z +22:Z(Z _Z+1)
z—1 z—1

ja edelleen

J)= z(Z'—z+1)
riz) (z—l)(zz—4)

Hoksataan kiyttda z>-4 -termiin binomikaavaa ja lasketaan lausekkeelle Y(z)/z osamurtohajotelma

Y(z)_ (£=z+1) _ (2 —z+1) _ 4 B C

z  (z=1)(z"=4) (z=1)(z—2)(z+2) Z—1+Z—2 z4+2

Tapa 1
Ratkaisemalla osamurtohajotelma (tima 16ytyy esim. Z-muunnosharjoituskierroksen
malliratkaisuista) saadaan

Y(z) —1 1_}_2 1 +ll
z 3 z—1 4z-2 12z+2

ja edelleen

z+§z 7 =z

—1
Y(z)=—L L
=5 i

Tama voidaan kdintia suoraan kdanteismuunnostaulukoilla

-1 3., 7 n
= =2+ L (-2
ym=Ft 22+ L(-2)



Tapa 2
Kéédnteismuunnos saadaan laskettua myos integraalista

y(n)=

1 Sﬁ i1 z(zP—z+1) 1 F(—z+1)
2 (

(=222 T 2w Y o) (z=2)(z42)

missd integrointipolku kiertdd kaikki integrandin navat. Talld kertaa z':114 kertominen ei luo uusia
napoja edes silloin kun k=0. Integraali voidaan laskea residymenetelmalld. Integrandin (kutsutaan
sitd nimelld g(z)) kaikki navat ovat yksinkertaisia, joten laskemisessa ei pitdisi olla ongelmia.
Saadaan

. ey Zk(zz—z—H)_—l
Res.,gl2)=lim,.., (2= 1) g(2)=lim oy ) =5

ja vastaavasti

ReszZZg (Z):%zn

n 7
Res._,g(2)=(=2)' 5

ja ndistd ratkaisuksi

v == (mi)Z+3 0+ L—ayy=2Ly 3oy T

S L(-oy
21ri 3 4 12 3 4 12

eli sama tulos kuin aiemminkin.

Pisteytys
-differenssiyhtdlon z-muunnos 0-2p

*1 ”z-muunnettu” vidrin ykkoseksi => max 1p / tdmé kohta
-kdénteismuunnos 0-3p

*osamurtomenetelmén oikea aloitus 1p

*osamurtohajotelman A,B ja C viirin (todella yleinen virhe) => -1p

*oikein aloitettu residymenetelma 2p

*oikea lopputulos hajotelmilla tai residyillad 3p

*lopputuloksessa z-kddnteismuuntamattomia termejd => max 4p / tehtéva
-lopputuloksen toteaminen (alleviivaus, ”Vastaus: --” tms.) 1p

Tehtiva 3

Tehtdvissa piti osoittaa etti
]2 dx __m
e (X172

Kéytetadn vihjeen mukaisesti Parsevalin yhtdloa

0 o0

f f(t)zdIZ%f ‘F(w)|2dw

—00 —00



Tehtdvanannossa oli annettu Fourier-muunnos

ool

F(

1+f):ne

Nyt huomataan ettd todistettavan yhtdlon vasemmalla puolelle on intergraalin sisélld juurikin tuo

m nelidon korotettuna, joten saadaan

o0

[ (D WA W (T
_Jolc( 2+1)2__‘[0(1+x2) dx_zn_'[@‘ne |d(l) (1)

Oikeanpuoleisen lausekkeen eksponenttifunktio on aina posiviivinen, joten saadaan
2 ©
™ -
L f e w
21,

Sieventdmalla piit ja huomaamalla integrandin parillisuus saadaan edelleen

(SR

]O‘efwdw
0

Integraalin arvoksi saadaan yksinkertaisella integroinnilla 1, ja kertomalla tdmai pii per kahdella
saadaan haluttu tulos

o0

_dx dx =
< (1+x7%) 2
Arvostelu

-Integraaliyhtdlon (1) muodostaminen 2p

*puutteelliset selitykset => 0-1p
-Integrointi 3p

*parillisuutta hyodynnetty => 2p

*oikean puolen integraali todettu arvoltaan yhdeksi lauseketta muokkaamatta => max 1p
-Tuloksen toteaminen 1p

*”viite on todistettu”, m.o.t., todistusnelid riittda
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