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Taytd selvisti jokaiseen vastauspaperiin kaikki otsaketiedot. Merkitse kurssikoodi-kohtaan opintojakson numero,
nimi ja onko kyseessd tentti vai valikoe. Tutkinto-ohjelmakoodit ovat ARK, AUT, BIO, EST, ENE, GMA, INF, KEM,
KTA, KON, MAR, MTE, PUU, RRT, TFM, TIK, TLT, TUO, YYT.

Kokeessa ei saa kilyttdd laskimia. Koeaika on 3h.

1. (a) Olkoot A; ja Ag kaksi distribuutiota. Anna distribuution mééritelmé ja todista, etts A+ Ag
on distribuutio.

(b) Anna médritelmd distribuutiojonon suppenemiselle. Olkoot (A; )%, ja (A2,n)22, kaksi di-
stribuutiojonoa ja
Ay <2 Mg o g~
Todista, ettéd
K B =l F A
2. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Ovatko seuraavat viitteet tosia vai epétosia?

(a) Olkoon ¢ : P(X) — [0,00] Carathéodoryn ulkomitta. Tillsin X:n kompaktit joukot ovat
mitallisia. ,

(b) Olkoot E, C X avoimia kaikilla n € N. Tallsin
oo o0
Un ez
=1 n=k
on Borelin joukko.
(c) Olkoot X = R™ jap = A* eli Lebesguen ulkomitta, seki E ¢ X joukko, jolla ei ole sisdpisteitd.
Téllsin A*(E) = 0.
(d) Olkoon f : R — R Lebesgue-mitallinen ja g : R — R jatkuva funktio. Tallsin f o g on
Lebesgue-mitallinen.

Téyté veikkausrivi, missé 1 = viite tosi, x = en tieds, 2 = viite epéitosi. Jos jokin viite on mielestisi
viddrd, anna vastaesimerkki tai perustele hyvin. Tehtdvin arvostelussa vairi vastaus tuo negatiivisia
pisteité, oikea positiivisia ja x ei tuo eikd vie. Vairistd perustelusta ei kuitenkaan sakcteta.

Jéljennd paperiisi viereinen ruudukko, t&yt4, rivisi sithen alblecl|d
ja anna mahdolliset vastaesimerkit.

3. Olkoon A tason Lebesguen mitta. Olkoon Ty tasasivuinen kolmio siten, etti A(Tp) = 1. Jaetaan kol-
mio Ty neljdén yhtdsuureen kolmioon ja poistetaan niistd keskimmaéisen sisépisteet. Saatua kolmen
tasasivuisen kolmion joukkoa kutsutaan 77:ksi. Vastaavasti jatketaan jokaisen kolmion kohdalla.
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Merkitdin T = (oo, Tn-
Todista, ettd T" on Lebesguen mitallinen ja laske A(T).

4. Kurssilla esiteltiin tdrkeitd suppenemislauseita, joista erdén avulla voidaan laskea
o0

lim cos(z®™ /n) e dz.
n—o0 0

(a) Muotoile kyseinen kurssilla esitelty lause.
(b) Laske mainittu lasku a-kohdassa antamasi lauseen avulla.



