Matematiikan ja systeemianalyysin laitos
Aalto-yliopisto, perustieteiden korkeakoulu Arponen

Mat-1.1332 Matematiikan peruskurssi KP3-11
tentti 4.2.2012

Téyté selvésti jokaiseen vastauspaperiin kaikki otsaketiedot. Merkitse kurssikoodi-kohtaan opintojakson
numero, nimi ja onko kyseessé tentti vai vilikoe. Tutkinto-ohjelmakoodit ovat ARK, AUT, BIO, EST,
ENE, GMA, INF, KEM, KTA, KON, MAR, MTE, PUU, RRT, TFM, TIK, TLT, TUO, YYT.

Kokeessa saa kiyttédd ylioppilaskirjoituksissa sallittua laskinta, ei muita apuvilineitd. Kaavoja
kagntopuolella. Koeaika on 4h.

Valitse 5 tehtavai.

1. Ratkaise lineaarinen differentiaaliyhtilosysteemi

EI R B e i R

2. Laske matriisin
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singulaariarvot o; seké (vasen- ja oikea-) singulaarivektorit. Esitd tulos singulaarihajotel-
man muodossa A = USVT.

3. Katsotaan (epélineaarista) differentiaaliyhtéléryhméi
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(a, 1p) Méarita kriittiset pisteet (' = 0)
(b, 4p) Linearisoi (1) kriittisissé pisteissé ja luokittele kunkin tyyppi ja stabiilius.
(c, Ip) Voidaanko (b)-kohdan tuloksista péételld yhtélén (1) stabiiliudet? Perustele lyhyesti.

4. Ratkaise alkuarvotehtava
y'+2y=4t, y(0)=3, y'(0)=2

Laplace-muunnoksella.

5. Olkoon
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(a) Selitd, miksi matriisi A on positiivisesti definiitti. (Vihje: Gershgorin.)
(b) Mé&é&rita matriisin A Cholesky-hajotelma muodossa A = LLT.

6. Ratkaise differentiaaliyhtélo
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g =tz?;-z(0)=1

numeerisesti aikavalilla 0 <t < 1




(a) Eulerin menetelmaélléd, askelpituus h = 0.25.
(b) Parannellulla Eulerilla, askelpituus h = 0.5.
(c) Runge-Kutalla, askelpituus h = 1.

Esitd tulokset (yhteni tai useampana) taulukkona, jossa selkedsti t*):t ja z(*):t.

Laplace-muunnoksiin liittyvia kaavoja

Annettu f(t), merkitdsn F = Lf, eli F(s) = [;°...(?)... dt.
(Lf)(s) = sF(s) = £(0), (Lf")(s) = s"F(s)~sf(0)~ f(0),
(LFP)(s) = "F(s) - 7 0) = -+ — s *2(0) - £ 0),

c{ [ 10 a0 = 1re),

L{e"f(t)}(s) = F(s —a), L(f(at))(s)= %ﬁf(é‘/a)-

Muunnoksia:
f{t) 1 F(s)
1 1/s
tn n!/sn+1

e’ 1/(s—a)

sinwt | w/(s®+ w?)
coswt | s/(s*+ w?)
sinhat | a/(s* — a?)
coshat | s/(s? — a?)

Numeerisia menetelmia yhtilslle 2’ = F(z,t):

Euler: :L'(k) = :I;(k"l) e hF(x(k‘l),t(’C—l))_

Implisiittinen Euler: %) = 2*=1) 4 pF(z®) ¢*)),

Paranneltu Euler: z*) = z*-1) 4 %(cl + cz), missé
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Ol = F(x(k—l)) t(kﬁl))7

C = F(.’B(k_l) B hC], t(k—l) i h)
¢ Runge-Kutta: k) = gk-1) 4 %(cl + 2¢5 + 2¢3 + 04), missé,

o = Fg, -0),
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Co = F(.’E(k_l) =5 Ehcl, t(k_l) - Eh),

1 : 1
C3 = F(x(k‘l) e 5’162, t(k_l) o §h),

cs = F(z®Y + hes, e h).




