Teknillinen korkeakoulu Nevanlinna
Matematiikan laitos

Mat-1.2990 Modernin analyysin perusteet

Tentti (tai 2. vilikoe), 27.5.2011

Huom! Tentti koostuu tehtédvistd 1.-5. ja kestdd 4 h.
2. vdlikoe koostuu tehtévistd 3.-6. ja kestdd 3 h.

1. Georg Cantor todisti mielivaltaiselle joukolle X viittdman

card(X) < card(P(X)).

(a) Mikd on P(X)? (1p)
(b) Madrittele card(X). (2p)
(c) Todista Cantorin vaittdma. (3p)

2. Olkoon (X,d) metrinen avaruus.

(a) Maiarittele kompakti joukko.
(b) Olkoon K C X jaa € X \ K siten, ettd

inf d(a,z) > 0.
zeK

Osoita suoraan madritelmén perusteella, ettd joukko
{a} UK
on kompakti jos ja vain jos K on kompakti.
3. Kirjoita lyhyet esseevastaukset seuraavista aiheista:

(a) Mitkd vaatimukset distribuutioteorialle asetetaan.
(b) Miten ndmé vaatimukset toteutuvat, ja mistd tavallisen kalkuluksen ominaisu-
udesta joudutaan luopumaan.
4. (a) Maédrittele Cantorin joukko C.
(b) Osoita, ettd C on ylinumeroituva.

(c) Laske perustellen, mikd on C:n Lebesguen mitta.

b) Muotoile Fatoun lemma.

5. a) Muotoile Lebesguen monotonisen suppenemisen lause.
¢) Todista Fatoun lemma Lebesguen monotonisen suppenemisen lauseen avulla.

6. Muotoile Lebesguen dominoidun konvergenssin lause ja laske sen avulla

, cos(z/k) + sin(z?/k)
lim /R dx.
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