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Ei laskimia eiké taulukoita. Merkitse vastauspaperiin selvisti teetko tentin vai uusitko yhden
kolmesta vilikokeesta.

Tentti: Valitse viisi (5) tehtdvid seuraavista: 1.1, 1.4, 2.2, 2.4, 3.3, 3.4.

1. vilikoe
1.1 Funktio f: R — R on 2w-jaksollinen ja

~1, kun —7w <z <0,
flz)=<1, kummO<z<m,

0, kun z =0 tai ¢ = 7.
Miaritd funktion f Fourier-sarja joko kompleksisessa tai reaalisessa muodossa.
1.2 Johda Fourier-muunnokseen ja konvoluutioon liittyvd kaava f/:zy = fg, kun f,g € L}*(R).

1.3 Olkoon f: R — R, f(z) = 1/(1 + z2). Masrita funktion f Fourier-muunnos f(£)
a) kohdassa £ =0, b) arvoilla £ > 0.

1.4 Johda muuttujien separointia kiyttdméalld 1ampdyhtédlon vy = Uz, 0 < z < m, t > 0,
yleinen ratkaisu reunaehdoilla u(0,t) = u(r,t) = 0 kaikilla ¢ > 0.

2. vilikoe

2.1 a) Olkoon u: R?® — R harmoninen funktio. Milld vakioiden a,b € R arvoilla funktio
U(z,y) = u(az,by) on harmoninen?
b) Olkoon v: R? — R harmoninen funktio. Milli vakion ¢ € R arvolla funktio V: R? —
R, V(z,y) = v(z +y,z + cy), on harmoninen?

2.2 a) Esitd Laplace-yhtélon ratkaisujen maksimiperiaate.
b) Olkoon D C R™ rajoitettu alue sekd f: D — R ja g: 0D — R jatkuvia. Osoita, ettd
Dirichlet’n ongelmalla

uly) =g(y), yeaID,
on korkeintaan yksi ratkaisu u € C%*(D) N C(D).

{Au(z) = f(z), z €D,

2.3 Johda aaltoyhtdlon
Uy — Au = 0, reR™ t>0,
u(z,0) =g(z), z€R",
ui(z,0) = h(z), z€R",

ratkaisun Fourier-muunnokselle yhtil6 iy + [£|24 = 0 ja sen avulla muunnoksen @(€,t)
lauseke.



2.4 Maéritd funktionaalin

ekstremaalit reunaehdoilla y(1) =0, y(2) = 3.

3. vilikoe

3.1 Olkoon f(z) = exp(—x%/2). Timin Fourier-muunnos on A = V2mexp(—£2/2) jota
voidaan pitié kaistarajoitettuna: sovitaan katkaisutaajuudek51 {c =4.

(a) Laske f:n approksimaatio hy (Moniste “DFT ja Fourier-muunnos”)

N-1
hn(€) = Z f(z)e €Az, Az =2a/N.
§=0
(b) Miki on Nyquistin taajuus?
(¢) Miké pitdisi a:n olla vihintdin?
3.2 Laske yhtélon
uy = Au ~— au,
jossa a > 0 (vakio), vaihe- ja ryhménopeudet. Onko yhtils anisotrooppinen?
3.3 Aaltoyhtilén
U = CPugy, O<z<1,t>0,
u(0,t) = u(1,t) =0,
u(x,O) = f(.’E), ’U,t(.’L‘,O) = g(z)

diskretoinnissa erdélld 2-askelmenetelmailld pdddyttiin systeemiin:

{ ﬁ+1 = 2uh uﬁ"l + 0262Ahuh (1)

ud = fu, up = (I + SLAL) Fr + 8gy.

Millainen stabiiliusehto d:lle niistd johdettiin? (Vihje: Ap:m ominaisvektoreista alkavien
ratkaisujen (energian) ei tulisi kasvaa eikd vaimeta.)

3.4 Tarkastellaan reuna-arvotehtivii

{—u"(z) flz),  ze(o),
(0)=0,4(1) =0

jossa f jatkuva.

(a, 3p) Millainen on tehtdvin variaatioformulaatio?
(b, 1p) Miten méiritellidn sen ratkaisun u Ritz-Galerkin approksimaatio up?

(c, 2p) Mitataan virhettd u — up, normilla

1
e = unll? = (' — o — ) = /0 (w'(z) — uﬁl(z))Q de.

Osoita, ettd
llu = unll? = ffulf® = [fun.

Geometrinen tulkinta?



