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Mat-1.1040 Matematiikan peruskurssi L4, kevat 2011 

Ei laskimia eika taulukoita. Merkitse vastauspaperiin selvasti teetko tentin vai uusitko yhden 
kolmesta valikokeesta. 

Tentti: Valitse viisi (5) tehtavaa seuraavista: 1.1, 1.4, 2.2, 2.4, 3.3, 3.4. 

1. valikoe 

1.1 F'unktio f: R-----+ Ron 271'-jaksollinen ja 

{

-1 
f(x) = 1, ' 

0, 

kun - 7r < x < 0, 

kun 0 < x < 71', 

kun x = 0 tai x = 7r. 

Maarita funktion f Fourier-sarja joko kompleksisessa tai reaalisessa muodossa. 

1.2 Johda Fourier-muunnokseen ja konvoluutioon liittyva kaava --r;g = }g, kun f, g E L1 (R). 

1.3 Olkoon f: R-----+ R , f(x) = 1/(1 + x2
). Maarita funktion f Fourier-muunnos }(~) 

a) kohdassa ~ = 0, b) arvoilla ~ > 0. 

1.4 Johda muuttujien separointia kayttamalla lampoyhtiilon Ut = Uxx, 0 ::; x ::; 71', t 2: 0, 
yleinen ratkaisu reunaehdoilla u(O, t) = u(7r, t) = 0 kaikilla t 2: 0. 

2. valikoe 

2.1 a) Olkoon u: R2 -----+ R harmoninen funktio. Milla vakioiden a, b E R arvoilla funktio 
U(x, y) = u(ax, by) on harmoninen? 
b) Olkoon v: R 2 -----+ R harmoninen funktio. Milla vakion c E R arvolla funktio V: R 2 

-----+ 

R , V(x, y) = v(x + y, x + cy), on harmoninen? 

2.2 a) Esita Laplace-yhtalon ratkaisujen maksimiperiaate. 
b) Olkoon D c Rn rajoitettu alue seka f: D -----+ R ja g: aD -----+ R jatkuvia. Osoita, etta 
Dirichlet'n ongelmalla 

{ ~u(x) = f(x), 

u(y) = g(y), 

on korkeintaan yksi ratkaisu u E C 2 (D) n C(D). 

2.3 Johda aaltoyhtalon 

xED, 

yE aD, 

{

Utt- ~u = 0, X ERn, t > 0, 

u(x, 0) = g(x), x ERn, 

Ut(x,O) = h(x), x ERn, 

ratkaisun Fourier-muunnokselle yhtalo ilu + 1~1 2 il = 0 ja sen avulla muunnoksen u(~, t) 
lauseke. 



2.4 Maarita funktionaalin 

/,
2 (y')2 

I(u) = -dx 
1 x3 

ekstremaalit reunaehdoilla y(1) = 0, y(2) = 3. 

3. valikoe 

3.1 Olkoon f(x) = exp(-x2 /2). Taman Fourier-muunnos on](~) = v'21rexp(-e/2) jota 
voidaan pitaa kaistarajoitettuna: sovitaan katkaisutaajuudeksi ~c = 4. 

(a) Laske f:n approksimaatio hN (Moniste "DFT ja Fourier-muunnos") 

N-1 

hN(~) = 2:.: f(xj)e-ixif.6_x, 6.x = 2a/N. 
j=O 

(b) Mika on Nyquistin taajuus? 

(c) Mika pitaisi a:n olla vahintaan? 

3.2 Laske yhtalon 
Utt = 6.u - au, 

jossa a> 0 (vakio), vaihe- ja ryhmanopeudet. Onko yhtalO anisotrooppinen? 

3.3 AaltoyhtalOn 

{

Utt = c2Uxx, 

u(O, t) = u(1, t) = 0, 

u(x,O) = f(x), Ut(x,O) = g(x) 

0 <X< 1, t > 0, 

diskretoinnissa eraalla 2-askelmenetelmalla paadyttiin systeemiin: 

(1) 

Millainen stabiiliusehto 8:lle naista johdettiin? (Vihje: 6.h:n ominaisvektoreista alkavien 
ratkaisujen ( energian) ei tulisi kasvaa eika vaimeta.) 

3.4 Tarkastellaan reuna-arvotehtavaa 

jossa f jatkuva. 

{
-u"(x) = f(x), 

u(O) = 0, u'(1) = 0 

(a, 3p) Millainen on tehtavan variaatioformulaatio? 

xE(0,1), 

(b, 1p) Miten maaritellaan sen ratkaisun u Ritz-Galerkin approksimaatio uh? 

( c, 2p) Mitataan virhetta u - uh normilla 

Osoita, etta 

Geometrinen tulkinta? 

(2) 


