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Mat-1.1040 Matematiikan peruskurssi L4
2. vilikoe 27.3.2012 klo 16-19.

Ei laskimia eikd taulukoita. Laskujen vilivaiheet voi tehdi forméalisti
tutkimatta integraalien suppenemista jms.

1. Olkoon u: R® = R harmoninen eli Au = 0.
a) Osoita, ettd funktio U(z,y, 2) = u(y, 2, ) on harmoninen.
b) Osoita (keskiarvoperiaatetta kayttaméattd), ettd funktiolle

000) = oz [, 0 45)

piitee ¢'(r) = 0 kaikilla r > 0. Téssd 0 = (0,0,0) € R? ja S(0,7) = {y €
R*[ |yl =r}.

2. a) Miké on 1-ulotteisen lampoyhtélon w, = ug,, * € R, ¢ > 0, ratkaisu
alkuehdolla u(z,0) = dy(z) = Diracin delta-funktio?
b) Tarkastellaan lampoyhtélod u; = ug, alueessa > 0, ¢t > 0, kun
alkuehtona on u(z,0) = f(z), x > 0, ja reunaehtona u(0,t) = 0 kaikilla
t > 0. M&arits ratkaisukaavassa

Cu@t) = [ G 0rway

esiintyvd Greenin funktio G.
Vihje: Jatka f alueeseen z < 0 niin, ettd tuloksena on pariton funktio.

3. a) Kun jannitetyn kielen 0 < & < L vardhtelyd vaimentavat sisdiset voi-
mat, saadaan osittaisdifferentiaalyht&lo uy = Uzy + EUgat, jossa € > 0 ja
u(0,t) = u(L,t) = 0 = u,(0,t) = w(L, t) kaikilla ¢t > 0. Osoita, etta kielen
kokonaisenergialle

L
E(t) = % /0 (w2, £)? + (2, 0)?) do

I
pitee E'(t) = —5/ ugi(z, ) dr < 0.

0
b) Osoita, ettd a-kohdan ongelman ratkaisu on yksikésitteinen annetuilla

reunaehdoilla ja alkuehdoilla u(z,0) = f(z), ui(z,0) = g(z). Oletetaan
tunnetuksi, ettd ratkaisu on olemassa.

4. Kéyrdn 6 = 6(p), ¢ € [0, @], kaarenpituus R-séteisen pallon pinnalla on
muotoa

L) = R/ \/1 + 6'(p)2sin? ¢ dp.
0

Pallon pinnan geodeesit eli kaarenpituuden minimoivat kdyrat voidaan
symmetrian vuoksi selvittdd kayttamalld alkuehtoja 6(0) = 7 /2, 6'(0) =
0. Muodosta funktionaalin L(#) Euler-Lagrange-yhtilo ja osoita, ettd 6 =
/2 on ekstremaali. Mikéd on vastaava geodeesi?

Sekalaisia kaavoja kddntopuolella!
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