Mat-2.3140 Lineaarinen ohjelmointi Toppila/Kivisto
Tentti Vastaukset 15.12.2011

Tehtiva 1

Ovatko seuraavat vaittdmat oikein vai véadrin? Perustele vastauksesi.

(a) Kanta on degeneroitunut jos ja vain jos sitd vastaava kantamatriisi on singu-
laarinen.

(b)  Optimissa muuttujan redusoitu kustannus voi poiketa nollasta vain jos muut-
tujan arvo on nolla.

(¢) Standardimuotoinen tehtédvé on epikiypé jos ja vain jos sen duaali on epdkiypé
tai rajoittamaton.

(d) Kéytidnnossi kaikki ratkaisualgoritmit, jotka soveltuvat suurten kokonaislu-
kuoptimointitehtdvien ratkomiseen ovat polynomiaikaisia.

Arvostelu

Oikea johtopiitos ja perustelu (1.5 p). Vidrd johtopédités mutta perustelu lihes
oikein (1 p). Oikea johtopddtds mutta puutteellinen perustelu joka kuitenkin on
oikeansuuntainen (0.5 p).

Vastaukset

(a) Vaarin. Kaksi virhettd (toinen riittdd): Singulaarisuus vastaa sitd ettd kaksi
tai useampi rajoitussuora on samansuuntaiset, mutta degeneraatioon riittai
ettd riittdvan monta suora leikkaa kulmapisteessi. Toiseksi kantamatriisin on
maéadritelmidn mukaan oltava kadntyvé, jolloin ehto ei tdssd mielessé koskaan
toteudu.

(b)  Oikein. Seuraa suoraan taydentyvyysehdosta, jonka mukaan (c;—p’A;)z; = 0.

(¢) Védrin. Jos duaali on epidkéypd tai rajoittamaton voi primaali olla myds
rajoittamaton. Voidaan lukea taulukosta jossa mahdolliset ja mahdottomat
primaali-duaali-parit (seurausta heikosta ja vahvasta duaalisuudesta).

(d) Vadrin. Kédytetddn myos eksponentiaaliaikaisia algoritmeja ja toisaalta heu-
ristisia menetelmia, joille ei voida taata mitédéan ylarajaa optimin 16ytdmiseen
vaadittavalta laskentaméaérille.

Tehtiva 2

(a) Viidesta vaihtoehdosta halutaan toteuttaa mahdollisimman monta seuraavien
rajoitusten vallitessa:
e  Vaihtoehtoa 1 ei voi toteuttaa ellei vaihtoehtoa 2 tai 3 ole toteutettu.
e  Vihintddn 1 mutta enintdéin 2 vaihtoehdoista 2-5 toteutetaan.
e  Vaihtoehto 5 voidaan toteuttaa vain jos vaihtoehtoa 1 ei ole toteutettu,

paitsi jos vaihtoehdot 3 ja 4 on toteutettu.

Formuloi ongelma lineaarisen kokonaislukuoptimoinnin tehtavana.

(b)  Olkoon matriisi A € R**™_ vektorit b € R™ ja c € R™, ¢ > 0 seké piitosvektori
x € R™. Formuloi (jatkuvana) lineaarisen ohjelmoinnin tehtévéné

m
min ch|xj| se. Az >b.

Jj=1

Vastaus
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(a) Paatosmuuttuja z; = 1 jos vaihtoehto 4 valitaan, muulloin 0. M on suuri luku
ja y bindérinen indikaattorimuuttuja tai-ehdolle. (0.5 p)

5
max Z 2;(0.5 p)
i=1

S.e. I S T2 + 1‘3(05 p)
5

1<) <205p)
i=2

x5 <1—x1 4+ My(0.5 p)

z3+ x4 22— M(1-y)(0.5 p)

Ty Y € {05 1}

(b) Tehtiviin voi ratkaista kahdella tavalla josta arvostellaan formulaatio (2 p) ja

sen selitys (1 p). Havaitaan ettd |z;| on pienin luku z; jolle pitee z; < z; ja
—x; < z;. Talloin tehtdvin

m

min E Cjzj
Jj=1

s.e. Ax > b
z;<zj,j=1,...,n
—x; <zj,5=1,...,n
optimissa z; = |z;|, kun ¢; > 0Vj, silld formulaatiossa kannattaa aina pie-

nentdd muuttujan arvoa mikéli silld on ylijadméa. Tehtdvan voi myos for-
muloida jakamalla muuttujat positiiviseen ja negatiiviseen osaan: x; = J:;r —

ay, ),y > 0. Tallsin tehtévin

m
min ch(xj' + ;)
j=1

s.e. Ax >

et i
Tj=x; —;] =1,...,n
+ = —
ri,xz; 20,7=1,...,n
. . + - _ . . . . .o + . p— .
optimissa z; + x; = ||, silla tasan toinen muuttujista z; ja x; poikkaa

nollasta kun ¢; > 0V7, koska jélleen kannattaa aina ylijidmén pienentdminen.

Tehtava 3
Tarkastellaan tehtévaa

min  13x7 + 10z5 + 623
s.e. conl: bxy + xo+ 33 =8
con2: 3x1+x2=3
T1,T2, 3 > 0.
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Tentti Vastaukset 15.12.2011
(a) Muodosta tehtivin Simplex-taulukko, kun kannassa ovat muuttujat zo ja x3.
(b) Mitéd Simplex-taulukosta 16ytyy? Anna taulukon osille geometrinen tulkinta.
(¢c) Ratkaise tehtdvd Simplex-algoritmilla alkaen muodostamastasi taulukosta.

(d) Muodosta tehtévin duaali ja piirrd Simplex-algoritmin kulku duaaliavaruu-

teen.

Vastaus

(a)

Tehtdava on valmiiksi standardimuodossa ja tehdddn muutama alkeisriviope-
raatio Simplex-taulukon luomiseksi. Vihennetdéin puolittain con2 conl:sté,
jolloin saadaan 2z; + 3x3 = 5 = %xl + x3 = g Asettamalla z1 = 0 (el
kantamuuttuja) voidaan tehtdvisti

min 13z + 1025 + 623

se. 3x1+x2=3

2o+
—x Ta =
3 1 3

Z1,%2,23 > 0.

W Ut

lukea kantamuuttujien arvot ja kohdefunktion arvoksi laskea 3-10+6- % = 40.

Vihentamailld kohdefunktiosta 10 kertaa rajoite 1 ja ja 6 kertaa rajoite 2

saadaan kohdefunktion riville 13 — 3 - 10 — % -6 = —21. Simplex-taulukoksi
saadaan siis

—40 |

To =

T3

1

0
1 (1.5p)
0

— OO

-2
3
2
3

wlut QO

Taulukosta 16ytyy
-(kohdefunktion arvo) | Redusoidut kustannukset

= 1.5
Kantamuuttujien arvot ‘ Kantasuunnat ( .p)
Kantasuunnat kertovat mihin suuntaan siirrytdédn jotta yhtélorajoitteet to-

teutuvat kun ei-kantamuuttuja tuodaan kantaan (0.5 p). Redusoidut kustan-
nukset kertovat kuinka paljon kohdefunktion arvon muuttuu jos kyseiseen
kantasuuntaan liitkutan siten ettd kyseinen muuttuja kasvaa yhden yksikon
(0.5 p).

Ratkaisu ei ole optimaalinen silld muuttujan x; redusoitu kustannus on ne-
gatiivinen. Otetaan se kantaan, jolloin muuttuja xo poistuu kannasta kun
askelpituus on 1. Seuraavaksi taulukoksi saadaan

-19 [0 7 0
r1=1]1 %
x3=1[0 2 1

Taulukko on optimaalinen silld kaikki redusoidut kustannukset ovat positiivi-
sia. Optimissa = (1,0, 1) ja optimaalinen kustannus on 19. (1.5 p)
Tehtédvén duaali on

max  8p1 + 3p2

s.e.  Hp1 +3p2 <13
p1+p2 <10
3p1 <6

(0.5 p)
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Algoritmin kulku saadaan tdydentyvyysehdoista: aloituspisteessi aktiivisena
duaalin 2. ja 3. rajoitus, optimissa taas 1. ja 3. rajoitus (0.5 p). Oheiseen

kuvaan on piirretty algoritmin kulku (0.5 p).
P2 A

3p1=6
p1+p2=10

Aloituspiste

5p1 + 3p2 =

Duaalikaypa alue Optimi

D1

Tehtava 4

Jatketaan tehtévén 3 lineaarisen ohjelman (1) tarkastelua. Taulukossa 1 on tehtidvin
herkkyysanalyysiraportti. Vastaa raportin avulla (ratkaisematta tehtdvid uudel-
leen) seuraaviin kysymyksiin:

(a)
(b)

(c)

(d)

Kuinka paljon muuttujan x5 kustannus saa muuttua ennen kuin se tulee kan-
taan? Entd muuttujan x3 kustannus?

Kumpi on kannattavampaa: (i) viihentéi rajoitteen conl oikeaa puolta 2 yk-
sikkod jos siitd joutuu maksamaan 3 yksikkod vai (ii) lisétéd rajoitteen con2
oikeaa puolta 2 yksikkod jos kustannuksista télloin saa vihentédd 6 yksikkoa?
Tehtavadn lisdtddan epanegatiivinen muuttuja x4 ja sitd vastaava yksikkokus-
tannus ¢4 = —2 ja rajoitusmatriisin sarake A4 = (7, —6). Muuttuuko opti-
maalinen kanta?

Oletetaan ettd tehtdvain lisdtadn epdyhtilorajoite, jonka seurauksena opti-
maalinen kanta muuttuu. Miten voidaan alkuperdisen tehtdvéin optimaalista
Simplex-taulukkoa hytdyntid duaalisimplex-algoritmin alustamisessa?

Vastaus

(a)

Muuttujan x5 kerroin saa vaihdella vililld [3, oo] (obj coef range) ennen kuin se
tulee kantaan. Kun kustannus on alle kolmen tulee muuttuja kantaan. Muut-
tuja x3 on kannassa kun kustannus on vililld [—25.5, 00|, eli muuttuja pois-
tuu kannasta jos kustannus on alle -25.5. (toinen oikein 1 p, molemmat oikein
1.5 p)
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(b)

conl varjokustannus (marginal) on p; = 2 ja con2 varjokustannus on py = 1.
Néin ollen vaihtoehdon (i) kustannusvaikutus on p; - (—=2) + 3 = —1 (muu-
tos pysyy sallituissa rajoissa). Vaihtoehdolle (ii) muutos ylittd4 suurimman
sallitun eli kanta vaihtuu kohdalla 4.8, mutta varjokustannuksen avulla saa-
daan alaraja hyddylle, eli ps - (4.8 — 3) — 6 = —4.2. Néin ollen vaihtoehto (ii)
on parempi silld se antaa pienemmén kustannuksen (olettaen ettii se johtaa
kéypadn ratkaisuun, miké tédssi tapauksessa pitdd paikkansa). (1.5 p)
Uuden muuttujan lisddminen ei vaikuta kaypyyteen mutta vaikuttaa opti-
maalisuuteen = duaalikiiypyyteen, jolloin kiytetiin kaavaa pT Ay < ¢y =
2-741-(—6) =8 £ —2, eli duaalikiiypyys ei siily ja ratkaisu ei ole enii
optimaalinen. (1.5 p)

Optimaaliseen Simplex-taulukkoon tarvitsee vain tdydentda rivi uutta rajoi-
tetta ja sarake uutta ylijadmamuuttujaa varten, jotta saadaan duaalikdypéa
aloitusratkaisu, silla duaalikdypyys séilyy, vaikka primaalikdypyys menetetéin.
(1.5 p)

Tehtiva 5

Tarkasteellaan kuvan 1 kapasiteettirajoituksetonta verkkotehtévai, missé jokaisen
kaaren viereen on merkitty kaarikustannus ja kaksoisnuolilla on merkitty ldhteiden
ja nielujen kapasiteetit. Katkoviivalla on verkkoon merkitty virityspuu.

(a)
(b)

Muodosta ongelmasta standardimuotoinen lineaarisen ohjelmoinnin tehtévé.
Ratkaise tehtdva verkkosimplexilld alkaen merkitystd virityspuusta.

Kuva 1: Verkkotehtédva

Vastaus

(a)

Tehtévén voi ratkaista kahdella tavalla, joista ensimmaéinen lienee yksinkertai-
sempi: olkoon f;; > 0 kaaren (i, j) virtaus, jolloin solmujen divergenssiehtojen
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ja kohdefunktion seurauksena formulaatio on

min  3fo1 + fa2 + f3e + fa1 +4fra + 2f25 + 2f54 + 3fs5 + fos + fr6
se.  fua+fa—fis=2 (Solmu 1)
faz = fos — fa1 =1 (Solmu 2)
Ji3 — fa2 — fse = =2 (Solmu 3)
foa+ fra— fa1 =16 (Solmu 4)
Jas + fes — fsa = -2 (Solmu 5)
f36 + fr6 — fos =0 (Solmu 6)
Jsr— f16 — fra — 5 (Solmu 7)
fes — fsr — fs5 =0 (Solmu 8)
fiz = 0¥(i, j)
Koska kaikki rajoitteet ovat lineaarisia yhtéloité, kohdefunktio lineaarinen ja

muuttujat epdnegatiivisa on tehtava standardimuodossa.
Toisessa tavassa médritelldan virtausmuuttujat vektorissa

I = (fi3, fo1, fa2, f36, fa1, fra, fos, f5a, fs5, fes, [, fr6)

ja niitd vastaavat kaarikustannukset vektorissa c¢=(0,3,0,1,1,4,2,2,3,1,0,1) ja
ldhteet /nielut vekotrissa b = (2,1, —2,6, —2,0, —5,0). Divergenssimatriisin al-
kio a;; kertoo ettd onko solmu i kaaren j alku (a;; = 1), loppu (a;; = —1),
vai el kumpikaan (a;; = 0). Matriisi on

(\j| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12]
11 -1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0

2/ 0 1 -1 0 0 0O 1 0 0 0 0 0

3)-1 0 1 1 0 0 0O O O 0 0 O

A=| 4/ 0 0o 0 0 1 -1 0 -1 0 0 0 0
5/ 0o o 0o 0 0 0 -1 1 -1 0 0 0

6/ 0 0 0 -1 0 0 0O 0O 0 1 0 -1

770 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 1

. 8/ 0 0 0 0O 0O O O O 1 -1 1 0]

Talloin tehtava on standardimuodossa

min ¢ f
se. Af=0b
f>0.

Ratkaisemalla puun virrat saadaan nollasta poikkeaviksi virroiksi fso = 2,
fos =1, fa1 =2, f16 =0, fr4 =5, fss = 0 ja fs4 = 3. Lasketaan redusoidut

kustannukset kaavalla
Cij = Z Che — Z Cht
(k,0)eF (k,0)eB

missé F' ja B sisdltiviit ne eteenpiin/taaksepiin osoittavat kaaret syklissi,
joka muodostuu kun kantaan kuulumaton kaari (¢, j) lisdtdén puuratkaisuun
(syklin suunta mééraytyy kaaren (7,j) mukaan).
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Kaaren (2,1) redusoitu kustannus on ¢o; =3 —1—2 —2 = —2 (silld muo-
dostuu sykli jossa solmut 2,1,4 ja 5), joka on negatiivinen eli suoritetaan kan-
nanvaihto siten ettid kaari (2,1) tulee kantaan. Kasvatetaan virtaa syklissi
kunnes ensimmaéinen syklin kaari saa nollavirran. Téssd tapauksessa se on
kaari (2,5), joten virtaa voidaan kasvattaa syklissé kaaren (1,2) suuntaisesti
enintdén 1 yksikén verran ennen kuin ratkaisusta tulisi epékaypé. Teemme
siis kannanvaihdon jossa kaari (2,1) tulee kantaan kaaren (2, 5) tilalle.

Nyt kaaren (1,3) redusoitu kustannus on 0 + 0 + 3 > 0 (ei oteta kantaan).
Kaaren (3, 6) redusoitu kustannus on 1—14+4+1-3—0 > 0 (ei oteta kantaan).
Kaaren (6, 8) redusoitu kustannus on 1 +3+2—4+1 > 0 (ei oteta kantaan).
Kaaren (8,7) redusoitu kustannus on 0 +4 — 2 — 3 < 0, joten tuomme sen
kantaan, ja havaitsemme etté poistuva kaari on (8, 5). Huomaatkaa ettd tAmé
on degeneroitunut kannanvaihto silla poistuvan kaaren virtaus oli nolla. Nyt
voidaan tarkistaa etté kaikki redusoidut kustannukset ovat epdnegatiivisia eli
virtaus on optimaalinen.
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